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摘　 要:采用基于正弦扫频技术的恒位移测试方法来获取转子支承系统在一系列恒定位移幅

值响应下的频响函数ꎬ并辨识转子支承的非线性刚度参数ꎮ 首先对转子支承系统进行两端支

承状态下的模态分析ꎬ得到转子系统在线性支承条件下的模态ꎻ然后采用正弦激励进行仿真测

试ꎬ对转子支承进行不同水平的恒位移测试ꎬ通过模态分析得到不同响应水平下的模态参数ꎬ
建立等效非线性参数与响应之间的关系ꎬ再结合等效线性化理论ꎬ识别非线性刚度参数ꎮ
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０　 引言

在航空发动机的研制阶段ꎬ需要对其振动特性进行深

入研究ꎮ 对于航空发动机转子支承系统而言ꎬ其大多数构

件可以用线性模型来描述ꎬ然而就本质而言转子支承系统

中往往包含各种非线性构件ꎮ 长期以来ꎬ由于人们对非线

性问题认识不足ꎬ常常将系统中的非线性因素忽略或作为

不确定性处理[１－４] ꎮ 原因之一便是准确、可靠地识别非线

性参数难度较大ꎮ 然而ꎬ在实际工程应用中ꎬ这些非线性

因素往往对结构的动力特性和响应产生较大影响ꎮ 因此ꎬ
选择一个合适的方法准确地识别转子支承系统中的非线

性参数是十分重要的ꎮ
近年来ꎬ转子支承系统的参数辨识研究取得了一定进

展ꎮ Ｔｉｗａｒｉ 等[５－６]系统论述了转子支承参数的试验辨识问

题ꎬ并利用脉冲激励识别轴承系数ꎮ Ｓａｎｔｉａｇｏ 等[７] 利用同

步 /非同步技术识别转子轴承系统的参数ꎮ Ｍａｏ 等[８] 提出

基于遗传算法的转子支承线性动态参数辨识方法ꎮ 张卫

东等[９]提出基于随机运行的响应信号识别转子系统模态

参数的方法ꎮ Ｈａｎ 等[１０] 提出基于改进 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型

对非线性转子轴承系统进行参数辨识的方法ꎮ 赵又群

等[１１]将模态叠加法和矩阵摄动法相结合应用于非线性转

子系统的动态特性分析ꎮ 概括而言ꎬ目前对转子支承系统

的参数辨识研究多基于线性支承假设ꎬ对其支承非线性参

数辨识的研究较少ꎮ
结构动力学非线性参数辨识方法的研究近年来取得

了重大进展ꎮ Ｋｅｒｓｃｈｅｎ 和 Ｎｏëｌ 等[１２－１３] 全面探讨了结构

动力学中系统非线性的检测、定位和识别等问题ꎮ 籍文

韬等[１４]以 Ｂｏｕｃ－Ｗｅｎ 模型为基础辨识阻尼器模型的参

数ꎮ Ａｒｓｌａｎ 和 Ｃａｒｒｅｌｌａ 等[１５－１７]将正弦激励和模态分析技

术应用于非线性系统辨识ꎮ 该方法基于等效线性化理

论ꎬ技术相对成熟ꎬ有望在工业上得到广泛应用ꎮ Ｚａｎｇ
等[１８]提出分别用恒定位移幅值下的正弦激励来识别非

线性刚度参数和恒定速度幅值下的正弦激励来识别非线
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性阻尼参数的方法ꎮ 张根辈等[１９－２０] 进一步将恒位移测

试和恒速度测试技术相结合ꎬ同步识别结构的非线性刚

度和阻尼参数ꎮ
本文进一步提出采用恒位移测试来识别转子支承系

统的非线性刚度参数ꎮ 该方法利用成熟的有限元分析方

法和模态分析技术ꎬ并结合等效线性化理论ꎬ通过振动测

试对转子支承系统的非线性参数进行识别ꎮ 最后通过仿

真测试ꎬ验证了该方法能够准确地识别转子支承系统的非

线性刚度参数ꎮ

１　 转子支承系统非线性辨识方法

１.１　 转子支承系统运动方程

转子支承系统的运动方程为

Ｍｘ􀅰􀅰＋(Ｃ＋ωＧ) ｘ􀅰＋Ｋｘ＋ｇ(ｘꎬｘ􀅰)＝ ｆ( ｔ) (１)
式中:Ｍ、Ｋ、Ｃ 是转子支承系统的质量、刚度、阻尼矩阵ꎻω
为转轴旋转速度ꎻＧ 为陀螺力矩矩阵ꎻｇ(ｘꎬｘ􀅰)为支承处的

非线性因素ꎻｆ( ｔ)是外激励ꎮ 由于在转动状况下难以准确

控制激励幅值ꎬ因而本文在静止状态下辨识转子支承的非

线性刚度参数ꎮ 则式(１)可以简化为

Ｍｘ􀅰􀅰＋Ｃｘ􀅰＋Ｋｘ＋ｇ(ｘꎬｘ􀅰)＝ ｆ( ｔ) (２)
由式(２)可以看出ꎬ此时转子支承系统的运动方程与

一般机械系统的运动微分方程相似ꎬ因此可以通过结构非

线性的等效线性化理论对转子支承系统的非线性因素进

行等效线性化处理ꎮ

１.２　 结构非线性等效线性化理论

以含有非线性因素的单自由度系统为例ꎬ其运动方程为

ｍｘ􀅰􀅰＋ｃｘ􀅰＋ｋｘ＋ｇ(ｘꎬｘ􀅰)＝ ｆ( ｔ) (３)
假设式(３)中 ｇ(ｘꎬｘ􀅰)为刚度非线性因素ꎬ则式(３)可

化为

ｍｘ􀅰􀅰＋ｃｘ􀅰＋ｆｓ(ｘ)＝ ｆ( ｔ) (４)
式中 ｆｓ(ｘ)具有刚度非线性特征ꎮ 基于等效线性化理论ꎬ
等效线性化方程可以写为

ｍｘ􀅰􀅰＋ｃｘ􀅰＋ｋｅｑｘ＝ ｆ( ｔ) (５)
式中 ｋｅｑ是等效线性刚度ꎮ 在正弦激励下ꎬ响应是与激励

在同一频率下的正弦曲线ꎬ则位移可以表示为

ｘ＝Ｘｓｉｎ(ωｔ＋φ) (６)
式中 Ｘ 是稳态下位移响应幅值ꎮ 采用一阶谐波平衡法ꎬ
则运动方程中的等效刚度为

ｋｅｑ ＝ １
πＡ∫

２π

０
ｆｓ(Ａｓｉｎθ)ｓｉｎθｄθ ＝ ｈ(Ａ) (７)

由式(７)可知等效刚度是位移幅值的函数ꎮ 因此ꎬ在
一系列正弦扫频测试中ꎬ如果保证响应的位移幅值恒定ꎬ
便可以建立位移幅值和等效刚度之间的函数关系ꎬ从而识

别系统的非线性刚度参数ꎮ

１.３　 恒位移测试及非线性刚度参数识别

常用的正弦激励测试方法是控制激励力幅值恒定的

正弦扫频测试ꎬ即恒力测试ꎮ 恒位移测试是指调整正弦激

励力的幅值ꎬ使响应的位移幅值保持不变ꎮ 恒位移测试的

难点是如何在不同频率下调整正弦激励幅值ꎬ保证稳定响

应的位移幅值恒定ꎮ 一般来说ꎬ开展恒位移测试需要利用

反馈控制装置ꎮ 本文采用了一个没有反馈控制的简便方

法:利用分段样条插值多项式将恒力测试结果转换成恒位

移测试结果ꎮ
在不同频率下ꎬ由于非线性因素的影响ꎬ导致响应幅

值与正弦激励幅值之间一般呈非线性单调递增关系ꎮ 因

此ꎬ在一定频率下ꎬ响应幅值和激励幅值之间的关系为:
Ｘ＝ ｆ(Ｆꎬωｉ) ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ (８)

Ｆ＝ ｆ－１(Ｘꎬωｉ) ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ (９)
当激励频率确定且初始条件为 ０ 时ꎬ给定激励幅值ꎬ

则响应幅值为

Ｘｉ ＝ ｆ(Ｆｉ)ꎬ ｆｒｅｑ＝ ｆｉ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ (１０)
由式(９)可知ꎬ此时激励幅值为

Ｆｉ ＝ ｆ－１(Ｘｉ)ꎬ ｆｒｅｑ＝ ｆｉ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ (１１)
在实践中ꎬ此函数可以通过分段样条插值多项式生

成ꎬ激励与响应之间的相位差与激励幅值之间亦是单调递

增或单调递减关系ꎮ 因此ꎬ在恒位移测试中激励幅值和激

励与响应之间的相位差都可以通过恒力测试数据采用分

段样条插值多项式法获得ꎬ从而确定恒位移测试的频响函

数ꎮ
假设转子支承系统中一侧支承水平方向上存在立方

刚度非线性因素ꎬ则支承处非线性弹性力为

ｆｓ(ｘ)＝ ｋ０ｘ＋ｋｎｘ３ (１２)
式中:ｋ０为支承线性刚度参数ꎬｋｎ为支承非线性刚度参数ꎮ
根据式(７)可以得到支承处理论等效刚度为

ｋｅｑꎬｔｈｅｏｒｙ ＝ ｋ０＋
３
４
ｋｎＸ２ (１３)

假设已经获得非线性支承处的多组恒位移测试的频

响函数和多组测试等效刚度ꎮ 根据测试等效刚度和位移

幅值之间的关系ꎬ获得测试等效刚度的拟合公式为

ｋｅｑꎬｔｅｓｔ ＝ａ＋ｂＸ２ (１４)
将式(１４)与式(１３)做对比ꎬ得到转子支承处的所有

刚度参数:
ｋ０ ＝ａ (１５)

ｋｎ ＝
４
３
ｂ (１６)

２　 转子支承系统非线性参数识别的
仿真测试

２.１　 线性转子支承系统建模

转子支承系统的模型结构如图 １ 所示ꎮ

k

k k

keq=k0+   knx23
4

0.1 m0.1 m

0.2 m0.2 m
0.6 m

图 １　 转子支承系统示意图
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２ 个轮盘的外径为 １５０ｍｍꎬ内径为 １５ｍｍꎬ转轴直径

为 １５ｍｍꎮ 转子密度为 ７ ８１０ ｋｇ / ｍ３ꎬ弹性模量为 ２００.１
ＧＰａꎬ泊松比为 ０.２８ꎬ线性支承刚度参数 ｋ ＝ １×１０９ Ｎ / ｍꎬ
ｋ０ ＝ ２.５×１０４ Ｎ / ｍꎬ非线性支承刚度参数 ｋｎ ＝ ２.６×１０９ Ｎ / ｍꎮ
采用梁单元建立转轴的有限元模型ꎬ将轮盘结构作为集中

质量处理ꎬ两端支承采用弹簧单元ꎬ对转子系统有限元模

型进行模态分析ꎬ得到线性转子支承系统的模态振型和固

有频率数据ꎬ用于之后的转子响应计算ꎮ

２.２　 转子的恒力测试

假设一侧支承水平方向存在立方刚度非线性因素ꎬ在
仿真测试中ꎬ沿转子支承水平方向施加正弦激励ꎮ 由式

(２)可得

ｘ􀅰􀅰＝ －Ｍ－１ Ｃｘ􀅰＋Ｋｘ[ ] ＋Ｍ－１ ｆ( ｔ)－ｇ(ｘꎬｘ􀅰)[ ] (１７)
引入 ２Ｎ 维状态变量

ｖ＝
ｘ

ｘ􀅰
é

ë
êê

ù

û
úú (１８)

则式(１７)改写为一阶微分方程组

ｖ􀅰＝
０ Ｉ

－Ｍ－１Ｋ －Ｍ－１Ｃ
é

ë
êê

ù

û
úú ｖ＋

０

Ｍ－１( ｆ( ｔ)－ｇ(ｘꎬｘ􀅰))
é

ë
êê

ù

û
úú

(１９)
根据式(１９)ꎬ代入转子支承系统的模态振型数据、固

有频率和支承非线性参数ꎬ取阻尼比为 ２％ꎬ编程计算响

应ꎮ 确保响应达到稳态后ꎬ根据各频率下的激励与稳态响

应计算频响函数ꎮ
在 ０.０１~１ Ｎ 之间取 ２１ 个激励幅值ꎬ仿真计算转子支

承系统的响应ꎬ获取其频响函数ꎮ 给出 ０. ０１ Ｎ、０. １５ Ｎ、
０.３ Ｎ、０.４５ Ｎ、０.６ Ｎ、０.７５ Ｎꎬ０.９ Ｎ 共 ７ 个力的幅值下的位

移频响函数ꎬ如图 ２ 所示(本刊为黑白印刷ꎬ相关疑问请

咨询作者)ꎮ 在给定频率下ꎬ响应的位移幅值随激励幅值

的变化如图 ３ 所示ꎮ
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�
0
N


�
�
/(m
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)

N)/Hz

×10-4

图 ２　 恒力测试位移频响函数

由图 ２ 可知ꎬ随着激励幅值增大ꎬ非线性转子支承系

统的固有频率增大ꎮ 由图 ３ 可知ꎬ在不同频率下ꎬ位移幅

值与激励幅值之间是单调递增关系ꎬ因此可以将恒电压测

试结果转换成恒位移测试结果ꎮ

２.３　 转子的恒位移测试及支承非线性刚度

参数识别

　 　 采用分段样条多项式法将恒力测试结果转换成恒位

移测试结果ꎬ获得 ９.３×１０－８ ~ ４.５×１０－４ ｍ 之间 ９ 组恒定位

移响应幅值下的对数频响函数ꎬ如图 ４ 所示ꎮ

0.2 0.4 0.6 0.8
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4
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6

7 15 Hz
15.45 Hz
15.9 Hz
16.35 Hz
16.8 Hz
17.25 Hz
17.7 Hz

�/N

�
0

/m

×10-4

图 ３　 不同频率下位移幅值随激励变化
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图 ４　 恒位移测试频响函数

对恒位移测试频响函数进行模态分析ꎬ获得 ９ 组恒位

移测试的一阶固有频率如表 １ 所示ꎮ 通过转子支承系统

的有限元模型可以求得一阶固有频率随转子支承系统一

侧支承水平方向刚度改变曲线ꎬ如图 ５ 所示ꎮ
根据图 ５ 插值得到 ９ 组恒位移测试频响函数的固有

频率对应的等效刚度如表 １ 所示ꎮ 利用表 １ 中的等效刚

度和位移数据通过最小二乘法进行拟合ꎬ拟合结果如图 ６
所示ꎮ

2.5 3 3.5

16

17

18

19

20

×104
1���/(N/m)



�
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)
/H
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图 ５　 刚度变化对一阶固有频率的影响
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表 １　 恒位移测试结果

序号 位移×１０－４ / ｍ 等效刚度×１０４ / (Ｎ / ｍ) 固有频率 / Ｈｚ

１ ９.３３６ ８×１０－４ ２.５００ ０ １６.３５７ ０

２ ９.３３６ ８×１０－２ ２.４９９ ４ １６.３５５ ２

３ ０.７２１ ８ ２.５００ ５ １６.３５８ ４

４ １.３５０ ２ ２.５０３ ０ １６.３６６ １

５ １.９７８ ７ ２.５０７ １ １６.３７８ ６

６ ２.６０７ １ ２.５１２ ７ １６.３９５ ７

７ ３.２３５ ５ ２.５１９ ８ １６.４１７ ４

８ ３.８６４ ０ ２.５２８ ３ １６.４４３ ４

９ ４.４９２ ４ ２.５３８ ３ １６.４７３ ５

0 2 4 6 8

2.5

2.55

2.6

2.65

Test
Fit
*A

×104

×10-4

1
�
�
�
/(N
/m
)

�0/m

图 ６　 非线性刚度的拟合

　 　 由图 ６ 可以看出ꎬ测试刚度随位移的变化呈平方关

系ꎮ 采用忽略一次项的二次多项式对转子支承系统的支

承等效刚度进行拟合ꎬ得到等效刚度拟合公式(１４)中
ａ＝ ２.４９９ ６×１０４ (２０)
ｂ＝ １.９１９ ６×１０９ (２１)

根据式(１５)和式(１６)ꎬ得到辨识的所有刚度参数如

表 ２ 所示ꎮ

表 ２　 支承处刚度参数及参数辨识结果

参数名称
模型数据 /
(Ｎ / ｍ)

识别结果 /
(Ｎ / ｍ) 相对误差 / (％)

ｋ０ ２.５×１０４ ２.４９９ ６×１０４ ０.０１６

ｋｎ ２.６×１０９ ２.５５９ ４×１０９ １.５６１

　 　 由表 ２ 可知ꎬ辨识得到的线性刚度参数和非线性刚度

参数与理论模型数据之间的误差均<２％ꎬ说明恒位移测试

的方法能够有效地识别转子支承系统的非线性刚度参数ꎮ

３　 结语

本文介绍了利用恒位移测试来识别转子支承系统非

线性刚度参数的方法ꎬ并对一个转子支承系统非线性模型

进行了仿真测试ꎬ表明了该方法的有效性ꎮ 主要得到以下

结论:
１) 该方法能够获取非线性刚度随位移幅值变化的规

律ꎬ可以用于非线性刚度类型的检测ꎬ从而可以利用振动

测试数据来进行非线性刚度建模并识别模型中的参数ꎮ
２) 该方法利用了有限元分析方法、模态分析技术和

等效线性化理论ꎬ通过振动测试来识别转子支承系统的非

线性刚度参数ꎬ能够更加准确反映转子支承系统的非线性

动力学特性ꎮ
但是将恒位移测试技术推广到实际的转子支承系统

的振动试验中ꎬ并解决实际转子支承系统的非线性参数辨

识问题仍然需要进一步深入研究ꎮ
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(上接第 ２４ 页)
　 　 考虑到工序切换时间以及生理休息ꎬ给定宽放系数

１.３ꎬ则定额时间定为 ４２.２５ ｍｉｎꎮ 通过现场实测ꎬ在普通

劳动强度下ꎬ装配时长为 ５８ ｍｉｎꎬ能够很好地符合生产情

况ꎮ
为了进一步验证该方法的可行性ꎬ本文选择了多组机

械装配连接工序工时进行对比ꎬ结果见表 ５ꎮ 通过对比发

现ꎬ本方法在工时定额准确率方面优于经验估算法ꎬ总体

估算时长低于实际操作时长ꎮ 主要是该企业装配产品为

小批量生产ꎬ装配过程中不可控因素较多ꎬ实际装配工时

难以准确测定ꎻ训练样本数量少ꎬ因此需要根据产品情况

调整宽放系数ꎬ以进一步提高工时定额的准确率ꎮ

表 ５　 经验估算法与基于三维工艺的

工时定额方法定额结果对比

实际装配
工时 / ｈ

定额员估
计工时 / ｈ 误差 / (％) 本方法制

定工时 / ｈ 误差 / (％)

１０８ １５０ ３８.９ ９２ －１４.８

２１０ ３００ ４２.８ １８０ －１４.３

７２ ８４ １６.７ ７８ ８.３

４　 结语

本文对常见的装配工艺过程进行研究ꎬ将装配连接工

序分解成搬运、定位、紧固 ３ 个基本操作ꎻ从模特法、企业

标准资料法、数学模型法以及实测法中选择合适的方法对

基本操作建模ꎮ 结合企业的三维工艺ꎬ实现计算模型的自

动匹配ꎮ 最后通过实例验证ꎬ该方法可以自动、高效完成

机电产品机装工序工时的计算ꎬ且误差低于经验估算法ꎬ
能够很好地符合企业实际情况ꎮ
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