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摘　 要:针对串联机器人关节约束力的计算问题ꎬ在传统的动力学模型的基础上ꎬ引入解耦的

自然正交补的概念和方法ꎬ利用旋量来表示相关的运动学和动力学变量ꎬ得到了 １ 种基于解耦

的自然正交补的关节约束力建模方法ꎮ 在 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ ９.０ 中对平面 ３ 自由度串联机器人进行

仿真验证ꎬ对各个关节所需的约束力进行了分析ꎮ 分析结果表明ꎬ基于解耦的自然正交补的约

束力建模方法的仿真结果正确、合理ꎬ验证了该方法的可靠性和实用性ꎮ
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０　 引言

动力学分析是工业机器人进行设计和仿真的重要工

具ꎬ其中约束力的分析是一个非常重要的问题ꎬ不仅影响

着机器人关节的机构设计、电机选型和关节磨损分析ꎬ还
在消除由于轴承受力变化引起的震动问题中起着重要的

作用ꎮ 因此ꎬ关于工业机器人约束力建模和分析的问题受

到了越来越多的关注[１－４] ꎮ
目前常用的一些动力学建模方法有:牛顿－欧拉方

法、欧拉－拉格朗日方法、凯恩方法等ꎮ 根据选用坐标系

统的不同ꎬ这些方法可以分为两类ꎮ 第一类方法ꎬ通过选

定的笛卡儿坐标和拉格郎日算子来描述系统的运动方程ꎬ
可以得到系统的微分代数方程(ＤＡＥ)ꎬ在这种方法中ꎬ约
束力是由拉格朗日算子表示的ꎬ可以通过求解运动方程来

获得约束力ꎮ 但是由于高阶微分方程求解的约束扰动问

题ꎬ这种方法通常是计算量非常大并且不够精确ꎮ 另一方

面ꎬ通过关节坐标描述系统的运动情况ꎬ可以得到系统的

常微分方程(ＯＤＥ)ꎬ这种方法可以实现很高的计算效率ꎬ
但是在计算过程中ꎬ约束力项通常会被消除掉ꎬ就需要增

加额外的计算量来获取约束力ꎮ
在传统的牛顿－欧拉方法的基础上ꎬＡｎｇｅｌｅｓ 等[５－７] 提

出了自然正交补(ｎａｔｕｒａｌ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔꎬＮＯＣ)的概

念ꎬ获得了最小阶数的动力学约束方程ꎮ 进而ꎬ Ｓａｈａ
等[８－１１]提出了解耦的自然正交补 ( ｄｅｃｏｕｐｌｅｄ ＮＯＣꎬＤｅ￣
ＮＯＣ)的概念ꎬ并把该方法应用到了机器人动力学的求解

算法中ꎬ可以获得运算效率更高的动力学建模方法ꎮ
为此ꎬ 本文针对平面机器人约束力求解分析的特点ꎬ

将基于解耦的自然正交补的动力学建模方法应用于关节

约束力的动力学建模中ꎬ为串联机器人的约束力建模提供

了一种有效途径ꎮ 最后通过仿真实验对该方法的有效性

进行了验证ꎮ

１　 运动学约束关系

工业机器人可以看作为由多个连杆和关节串联而成ꎬ
首先需要利用相邻构件之间运动学约束关系ꎬ得到解耦的

自然正交补矩阵ꎬ进而才可以导出基于解耦的自然正交补

的约束力方程ꎮ
如图 １ 所示ꎬ２ 个连杆 ｋ 和 ｋ－１ 由关节 ｋ 相互连接ꎬｋ

的角速度向量和线速度向量分别为ωｋꎬｖｋꎮ 则连杆之间的

运动学约束关系为:

ωｋ ＝ωｋ－１＋θ


ｋ ｅｋ (１)

ｏｋ ＝ ｏ


ｋ－１＋ωｋ－１×ａｋ－１ꎬｋ (２)
以上 ２个运动学约束方程可以写为以下 ６维旋量形式:
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图 １　 相邻连杆的运动学关系

ｔｋ ＝Ａｋꎬｋ－１ ｔｋ－１＋ｐｋ θ


ｋ (３)
其中:矩阵Ａｋꎬｋ－１∈Ｒ６×６称为旋量转化矩阵ꎬ将连杆 ｋ－１ 的

运动旋量转化至连杆 ｋ 上ꎬ即为

Ａｋꎬｋ－１ ＝
１ ０

ａｋꎬｋ－１×１ １
é

ë
êê

ù

û
úú

式中ꎬａｋꎬｋ－１ ×１ 为向量ａｋꎬｋ－１相应的张量ꎮ θｋ 为关节变量ꎬ
ｐｋ∈Ｒ６×１用于表示连杆 ｋ 相对于连杆 ｋ－１ 的相对速度ꎬ对

于旋转关节ꎬｐｋ ＝
ｅｋ
０

é

ë
êê

ù

û
úú ꎮ

该串联机器人系统整体的运动学约束方程可以写为:

ｔ＝Ｎｑ


(４)
Ｎ＝Ｎｌ Ｎｄ (５)

其中ꎬｑ＝ θ
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式中:ＮꎬＮｄ∈Ｒ６ｎ×ｎꎬＮｌ∈Ｒ６ｎ×６ｎꎻ下三角矩阵Ｎｌ 和分块对角

矩阵Ｎｄ 即为串联机器人系统解耦的自然正交补矩阵[１７] ꎮ

２　 动力学模型

对于一个由 ｎ 个连杆组成的机器人系统ꎬ连杆之间通

过关节相连ꎮ 连杆 ｋ 的质量为 ｍｋꎬ质心为 Ｃｋꎬ坐标原点为

Ｏｋꎮ ｄｋ、ｒｋ 分别表示 Ｃｋ 到前后 ２ 个关节坐标原点的矢量

(图 ２)ꎮ 以 Ｏｋ 为参考点ꎬｋ 的惯性张量为ＩｋꎬＯｋ 点的线速

度向量和角速度向量为ｏｋ、ωｋꎬ作用于 Ｏｋ 点的力和力矩

为ｆｋꎬｎｋꎮ
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图 ２　 单个连杆的力平衡

则连杆 ｋ 相对于 Ｏｋ 的牛顿－欧拉方程可以表示为:

Ιｋω


ｋ＋ｍｋ ｄｋ× ｏ
ｋ＋ω


ｋ×Ｉｋ ωｋ ＝ｎｋ (６)

ｍｋ ｏ


ｋ－ｍｋ ｄｋ×ω


ｋ－ωｋ×(ｍｋ ｄｋ×ωｋ)＝ ｆｋ (７)
写为 ６ 维旋量形式:

Ｍｋ ｔ


ｋ＋Ωｋ Ｍｋ Ｅｋ ｔｋ ＝ｗｋ (８)
其中ꎬＭｋꎬΩｋꎬＥｋ∈Ｒ６×６ꎬ质量矩阵Ｍｋꎬ角速度张量矩阵Ωｋ

分别为以下形式:

Ｍｋ ＝
Ιｋ ｍｋ ｄｋ×１

－ｍｋ ｄｋ×１ ｍｋ１
é
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êê
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û
úú ꎬΩｋ ＝

ωｋ×１ ０
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运动旋量ｔｋꎬ外力旋量ｗｋ 分别为以下形式:

ｔｋ ＝
ωｋ

ｏ
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ú
ꎬｗｋ ＝
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对于该机器人系统ꎬ由 ｎ 个连杆组成ꎬ则整体的非解

耦的牛顿－欧拉方程可以写为:

Ｍ ｔ

＋ΩΜＥｔ＝ｗ (９)

其中:广义质量矩阵 Ｍ ＝ ｄｉａｇ Ｍ１ꎬꎬＭ ｎ[ ] ꎬ加速度张

量 矩 阵 Ω ＝ ｄｉａｇ Ω１ꎬꎬΩｎ[ ] ꎬ 矩 阵 Ｅ ＝
ｄｉａｇ Ｅ１ꎬꎬＥｎ[ ] ꎮ 广义运动旋量 ｔ ＝ [ ｔＴ １ꎬꎬ ｔｎ Ｔ ] ꎬ广
义力旋量 ｗ ＝ [ｗＴ

１ ꎬꎬｗＴ
ｎ] ꎮ

显然ꎬＭꎬΩꎬＥ∈Ｒ６ｎ×６ｎꎬｔꎬｗ∈Ｒ６ｎ×１ꎮ

３　 约束力矩模型

考虑到连杆与关节之间的连接关系ꎬ如图 ３ 所示ꎬ系
统的动力学方程也可以写为以下形式:

ｎｉ－１ꎬｉ－ｎｉꎬｉ＋１－ａｉꎬｉ＋１×ｆｉꎬｉ＋１ ＝ｎｉ－ｎｅ
ｉ (１０)

ｆｉ－１ꎬｉ－ｆｉꎬｉ＋１ ＝ ｆｉ－ｆｅｉ (１１)
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图 ３　 连杆之间的受力关系

其中:ｆｉꎬｎｉ 分别为式(６)、式(７)中的惯性力和力矩ꎮ 而

ｆｉ－１ꎬｉꎬｎｉ－１ꎬｉ分别是 ｉ－１ 连杆通过关节 ｉ 作用在 ｉ－１ 连杆上

的力和力矩ꎮ
同样ꎬ式(１０)、式(１１)也可以写为 ６ 维旋量形式:

ｗｉ－１ꎬｉ ＝Ａ'ｉꎬｉ＋１ｗｉꎬｉ＋１＋ｗｉ－ｗｅ
ｉ (１２)

其中:

ｗｉ－１ꎬｉ ＝
ｎｉ－１ꎬｉ

ｆｉ－１ꎬｉ
é

ë
êê

ù

û
úú ｗｉ ＝

ｎｉ

ｆｉ
é

ë
êê

ù

û
úú ｗ

ｅ
ｉ ＝

ｎｅ
ｉ

ｆｅｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ａ'ｉꎬｉ＋１ ＝
１ ａｋꎬｋ－１×１
０ １

é

ë
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ù

û
úú

利用解耦的自然补矩阵中的Ｎｌꎬ式(１２)可以写为以
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下紧凑形式

ｗ
~
＝ＮＴ

ｌ ｗ' (１３)

其中:ｗ
~
＝[ｗＴ

０１ 　 ｗＴ
１２ 　 　 ｗＴ

ｎ－１ꎬｎ] Ｔꎬｗ' ＝ [ｗ'Ｔ１ 　 ｗ'Ｔ２ 　 

ｗ'Ｔｎ] Ｔꎬ而ｗ
~
'ｉ ＝ｗｉ－ｗｅ

ｉ ꎮ
通过式(１３)即可得到关节之间的相互作用力和力

矩ꎮ
进而ꎬ利用解耦的自然补矩阵中的Ｎｄꎬ可以得到作用

力矩中的驱动力矩项ꎬ即

τ＝ＮＴ
ｄｗ

~
＝ＮＴ

ｄ ＮＴ
ｌ ｗ' (１４)

τ＝ τ１ τ２  τｎ[ ] Ｔ 即为关节作用力矩中的驱动

力矩项ꎬ对于转动关节ꎬτｉ 即为ｗ
~

ｉ 中在 ｚ 方向上的力矩ꎮ

作用力矩 ｗ
~
中的其它非零项即为关节之间的约束力项ꎮ

当考虑机器人连杆的重力时ꎬ取重力加速度为 ｇꎬ则
需要在机器人底座上增加一个大小与 ｇ 相等ꎬ方向向上的

加速度ꎮ

４　 仿真分析

４.１　 ３ 自由度串联机器人及仿真轨迹

图 ４ 为一种串联机器人的研究实例ꎮ 该机器人为 ３
自由度的平面串联机械臂ꎬ每个关节均为旋转关节ꎮ 取 ３
个两连杆的长度为 Ｌ１＝Ｌ２＝Ｌ３＝ ０.１ｍꎬ质量均为 ０.１ ｋｇꎬ且
质量都集中在连杆末端ꎮ
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图 ４　 ３ 自由度串联机器人

在 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ９.０ 的软件环境下编制了程序ꎬ运用基

于解耦正交补的约束力矩建模方法ꎬ对该平面机械臂系统

进行动力学建模ꎬ然后基于模型进行了动力学仿真ꎮ 各个

关节的仿真运动轨迹为:

θ( ｔ)＝ θ(０)＋θ(Ｔ)
－θ(０)
Ｔ ｔ－

Ｔ
２πｓｉｎ

２π
Ｔ ｔ( )[ ] (１５)

其中 θ(０)和 θ(Ｔ)分别是初始和最终的关节转角ꎮ 在本

文对该机械臂的仿真实验中ꎬ设置 ３ 个关节初始和最终的

关节转角均为 ０ 和
π
３

ꎬ仿真时间为 ２ ｓꎮ

４.２　 结果分析

在给定式(１５)所示的各个关节的运动轨迹后ꎬ通过

仿真得到各个关节之间的作用力矩ꎬ如图 ５－图 ７ 所示ꎮ
在图 ５ 中ꎬ所有关节驱动力矩的初始和最终力矩值均为

０ Ｎｍꎬ这是由于在平面范围内运动ꎬ没有考虑重力的影

响ꎮ 对于串联机器人而言ꎬ在不考虑重力的影响下ꎬ靠近

底座的关节驱动力矩往往比较大ꎬ而由图 ５ 可以发现ꎬ关
节 １ 所需的驱动力矩明显大于其他两个关节ꎬ从而该计算

结果完全正确ꎬ这也证明了基于解耦的自然正交补

(ＤｅＮＯＣ)约束力算法的有效性ꎮ
由图 ６ 和图 ７ 得知ꎬ在运动过程中ꎬ关节 １ 所需要提

供的约束力最大ꎬ这是因为关节 １ 同时受到 ３ 个连杆运动

的影响ꎬ所以在此类机器人的设计中ꎬ关节 １ 的设计应该

更为可靠ꎮ 此外ꎬ在保证运动要求的前提下ꎬ关节 １ 的运

动轨迹可以进行一些优化ꎬ以避免过大的约束力ꎮ
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图 ５　 关节驱动力矩
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图 ６　 ｘ 方向上的关节约束力
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图 ７　 ｙ 方向上的关节约束力
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电气与自动化 申浩宇ꎬ等一种串联机器人约束力的计算方法

５　 结语

针对串联机器人的约束力求解问题ꎬ推导分析了基于

解耦正交补的约束力建模方法ꎬ实现了基于解耦正交补的

串联机器人的关节约束力建模与仿真ꎮ
在 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃ ９.０ 中编制了基于解耦的正交补的串联

机器人反向动力学递推建模和仿真程序ꎬ仿真结果表明ꎬ
基于解耦的正交补方法的结果完全正确、合理ꎬ且具有编

程简单、实用性广泛的优势ꎮ
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(上接第 １２５ 页)
神经网络输出结果的误差值进行控制ꎮ 神经网络输出结

果的误差值可通过针对实际案例增加训练样本的个数以

及训练样本丰富程度的方式来将结果误差控制在实际工

程指标内ꎮ

表 ９　 紧急订单案例的结果对比

紧急订单案例情况

发生时刻 替换订单

遗传算法
结果(ｃｍａｘ)

神经网络结
果(ｃｍａｘ)

误差 / (％)

３０ Ｐ１ ３１０ ３２０ ３.２

７５ Ｐ３ ３２５ ３２５ ０

１３５ Ｐ４ ３８５ ３８５ ０

５　 结语

提出了 １ 种基于 ＢＰ 神经网络的可训练和快速生成

结果的性能ꎬ考虑设备故障、订单追加、紧急订单插入 ３ 种

典型的不确定性情况ꎬ应用遗传算法进行求解的重调度方

法ꎮ 在生产过程中产生不确定情况时ꎬ通过已构建且训练

好的 ＢＰ 神经网络快速进行响应并生成 １ 个重调度方案ꎬ
保证整个生产过程高效、有序、稳定地运行ꎮ 最后ꎬ通过仿

真实例验证了该方法可行性ꎬ并与遗传算法的结果进行对

比ꎬ结果表明神经网络输出的调度结果有效ꎬ其接近遗传

算法所得的最优值ꎮ
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