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摘　 要:针对冗余机械臂的自由度多ꎬ结构复杂ꎬ用传统的方法来求解运算量比较大ꎬ获得工

作空间比较困难的问题ꎬ提出以机械臂结构参数为基础构建的工作空间密度函数数学模型

来获得工作空间ꎮ 工作空间密度函数的最大值的分布区域作为机械臂工作灵活区域的衡量

标准进行机械臂尺寸优化ꎮ 通过算例说明ꎬ该方法可以有效地描述机械臂工作空间尺寸及

机构灵巧性ꎮ
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０　 引言

工作空间的概念是 １９７５ 年由 Ｂ.Ｒｏｔｈ 提出的ꎬ是从几

何方面讨论操作机的工作性能ꎮ 操作机工作空间是指操

作机正常运行时ꎬ末端执行器坐标系的原点能在空间活动

的最大范围ꎬ或者说机械臂末端可到点在空间占的体积空

间ꎬ这一空间被称为可达空间或总工作空间ꎮ 工作空间作

为机器人结构优化的重要指标ꎬ一直是学者研究的热点问

题ꎮ 经过几十年的发展ꎬ机器人工作空间的求解已经有很

多成熟的算法ꎮ 主要分为:几何法、数值法与解析法ꎮ 几

何法:用绘图的方法绘制出机器人的工作空间边界ꎬ该方

法直观性强ꎬ主要应用于简单的机械结构ꎬ但受机械结构

的影响比较大ꎬ不能广泛地应用到通用机构中[１－３] ꎮ 同理

也可借助其他三维建模软件对机构进行工作空间研

究[４－５] ꎮ 数值法:一种简单便捷的计算方法ꎮ 但由于该方

法计算效率低ꎬ常用于确定机构的定性分析ꎮ 其中蒙特卡

洛法就是非常经典的用于求解机器人工作空间的方

法[６] ꎬ是指使用随机数来解决计算概率问题的方法解析

法ꎬ建立与机器人运动学相关的封闭解的方程组ꎬ非线性

方程或矩阵来描述机构的工作空间[７] ꎮ 可利用工作空间

边界与速度雅可比矩阵的关联关系采用微分几何学的理

论来获得奇异曲面[８] ꎬ再根据优化理论来判断奇异曲面

是否是工作空间的边界ꎬ从而获得机构的边界曲面[９－１０] ꎮ

１　 机械臂的运动模型
根据工程需要ꎬ设计要求是在移动平台四周 １ｍ 的范

围内实现操作任务ꎮ 自由度的分配ꎬ为实现工作空间范围

内的抓取机械臂需要有 １ 个回转自由度ꎬ机械臂末端的机

械手可以灵活抓取需分配 １ 个回转自由度ꎬ为使整体机械

臂在任一平面实现高灵活性及避障性ꎬ至少需要分配 ３ 个

平面转动自由度ꎬ机械臂在任一平面内为平面冗余机械

臂ꎮ 设计初定为 ５ 自由度冗余机械臂ꎬ冗余机械臂结构模

型如图 １ 所示ꎮ

�����

��1

��2 �����

�����

�����

�����

�����������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������1

������������������������������������22222222222 ���������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������

������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������

��3

图 １　 冗余机械臂的结构模型
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为完成在空间任一角度位置进行抓取ꎬ机械臂由 ３ 个

杆件和 １ 个末端执行机构组成ꎬ机械臂共有 ５ 个自由度ꎬ
其中 ２ 个回转自由度ꎬ３ 个平转自由度ꎮ 由图 １ 可知ꎬ杆
件 １ 的旋转自由度是将整体机械臂旋转到某个平面内ꎬ机
械臂在该平面上通过其他 ３ 个自由度做平面转动运动进

行拾取运动ꎬ机械臂末端机械手的旋转自由度只与机械手

拾取物体的角度有关ꎬ对机械臂整体运动状态并无影响ꎮ
通过分析可知ꎬ可以将机械臂模型做简化处理ꎬ简化为平

面 ３Ｒ 冗余机械臂ꎮ 图 ２ 为简化后的机械臂的坐标系建

立ꎮ
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图 ２　 冗余移动机械臂的坐标系建立

２　 工作空间密度函数的构建

工作空间密度的概念是 Ｃｈｉｒｉｋｊｉａｎ 教授提出的[１１] ꎬ是
指将机械臂工作空间均匀地划分等尺寸的单元ꎬ每个单元

内机械臂末端执行器所到达的点数与整体工作空间内点

数的比值除以单元面积或体积ꎮ 一个位置的工作空间密

度函数数值的大小可以表示机械臂在该点灵活性的大小ꎬ
工作空间密度函数值越大证明灵活性越好ꎮ 工作空间密

度不仅能有效地描述机器人工作空间的大小及边界线位

置ꎬ还能衡量机械臂在工作空间位置中的灵活性ꎮ 如图 ２
所示ꎬ以杆件 １ 为研究对象ꎬ以 ｘ１、ｙ１ 为原点ꎬ在笛卡儿坐

标系和极坐标系中有 θ＝ϕ１ꎬ ｒ＝Ｌ１ 可得杆件 １ 的工作空间

密度方程为:

ｆ１(ｇ)＝
δ( ｒ－Ｌ１)δ(θ－ϕ１)

２πｒ
(１)

其中:δ 为狄拉克函数ꎬ是一个广义函数ꎬ在物理学中常用

其表示质点、点电荷等理想模型的密度分布ꎬ该函数在除

了固定值以外的点取值都 ＝ ０ꎬ而其在整个定义域上的积

分＝ １ꎮ 用数学公式表示其定义为:

δ(ｘ － ｃ) ＝ ０　 ｘ ≠ ｃꎻ ∫ｂ
ａ
δ(ｘ － ｃ)ｄｘ ＝ １　 ａ < ｃ < ｂ ꎮ

由 δ 函数性质可知ꎬ单个杆件的工作空间密度函数 ｆ１
在其积分区域内积分结果 ＝ １ꎬ符合工作空间密度函数的

定义ꎮ 式(１)中的 ｇ 为在极坐标系( ｒꎬθ)下齐次变换转换

矩阵ꎮ

ｇ( ｒꎬθꎬϕ)＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ ｒｃｏｓϕ
ｓｉｎθ ｃｏｓθ ｒｓｉｎϕ
０ ０ １

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

(２)

当将 １ 个机械臂分成两部分的时候ꎬ如果 ｆ１ 是上半

部分的密度函数ꎬｆ２ 为下半部分的密度函数ꎬ则整体密度

函数为: ( ｆ１ｆ２)(ｇ) ＝ ∫
Ｇ
ｆ１(ｈ) ｆ２(ｈ

－１ｇ)ｄ(ｈ) ꎮ

两个函数卷积的傅里叶变换等于这两个函数分别傅

里叶变换的乘积ꎮ 利用该性质将函数卷积运算变为乘积

运算:

Ｆ( ｆ１ｆ２) ＝ ∫
Ｇ
∫
Ｇ
ｆ２(ｇ)Ｕ(ｇ －１ꎬｐ)Ｕ(ｈ －１ꎬｐ)( )

ｆ１(ｈ)ｄ(ｈ) ＝ Ｆ( ｆ２)Ｆ( ｆ１) ＝ ｆ
⌒

２(ｐ) ｆ
⌒

１(ｐ) ꎮ
对式(１)进行傅里叶变换的矩阵表达式[１１－１２] :

ｆ
⌒

ｍｎ(ｐ) ＝ ∫
Ｇ
ｆ１(ｇ)ｕｍｎ(ｇ

－１ꎬｐ) ｒｄｒｄϕｄθ (３)

其中:ｕｍｎ(ｇ
－１ꎬｐ)＝ ｉｎ－ｍ ｅｉ[ｍθ＋(ｎ－ｍ)ϕ] Ｊｍ－ｎ(ｐｒ)ꎬ式中:Ｊｍ－ｎ(ｐｒ)

是 ｍ－ｎ 次贝塞尔函数ꎬｉ 是单位虚数ꎮ
将式(１)代入式(３)ꎬ并应用狄克拉函数性质求工作

空间密度函数的傅里叶变换形式可得:

( ｆ
⌒

１) ｍｎ(ｐꎻＬ１) ＝ ∫２π
０

１
２π

ｉｎ－ｍｅｉｎϕ１Ｊｍ－ｎ(ｐＬ１)ｄθ ＝

δ０ꎬｎ
１
２π

ｉｎ－ｍＪｍ(ｐＬ１) (４)

式中:δ０ꎬｎ为克罗内克函数ꎬ当 ｎ ＝ ０ 时该函数值为 １ꎬｎ≠１
该函数值为 ０ꎮ 根据卷积定理求两个工作空间密度函数

的傅里叶变换形式:
Ｆ( ｆ１ｆ２) ｍｋ(ｐꎻＬ１ꎬＬ２) ＝

∑
¥

ｎ ＝ －¥

( ｆ
⌒

１) ｍｎ(ｐꎻＬ１) ( ｆ
⌒

２) ｎｋ(ｐꎻＬ２) ＝

∑
¥

ｎ ＝ －¥

( ｉｎ－ｍδ０ꎬｎＪｍ(ｐＬ１))( ｉｋ
－ｎδ０ꎬｋＪｎ(ｐＬ２)) ＝

ｉｋ－ｍＪｍ(ｐＬ１)Ｊ０(ｐＬ２)δ０ꎬｋ ＝ Ｊ０(ｐＬ２) ｆ
⌒

ｍｋ(ｐꎬＬ１)
以此类推ꎬ可求得杆件数为 ３ 时ꎬ工作空间密度函数

的傅里叶变换形式:

ｆ
⌒

ｍｎ
３(ｐ)＝ Ｊ０(ｐＬ２)Ｊ０(ｐＬ３) ｆ

⌒

ｍｎ(ｐꎬＬ１)＝
１
２πｉ

ｎ－ｍδ０ꎬｎＪｍ(ｐＬ１)Ｊ０(ｐＬ２)Ｊ０(ｐＬ３)
(５)

将式(５)进行傅里叶反变换就求得杆件数为 ３ 时ꎬ机
械臂的工作空间密度函数

ｆ(ｇ) ＝ ２π∑
ｎꎬｍ∈Ｚ

ｆ
⌒

ｍｎ(ｐ)ｕｎｍ(ｇꎬｐ)ｐｄｐ (６)

其中 ｕｎｍ(ｇꎬｐ)＝ ｉｍ－ｎｅ－ｉ[ｍθ＋(ｎ－ｍ)ϕ] Ｊｍ－ｎ(ｐｒ)ꎮ
则可得其工作空间密度函数

ｆ４(ｇꎬＬ１Ｌ２Ｌ３) ＝

Ｊ０(ｐＬ２)Ｊ０(ｐＬ３)∑
¥

ｍ ＝ －¥

Ｊｍ(ｐＬ１)Ｊｍ(ｐｒ)ｅ
－ｉ[ｍ(θ －ϕ)] (７)

由此类推可得出 Ｎ 个杆件的工作空间密度函数

ｆＮ(ｇꎬＬ１Ｌ２ＬＮ) ＝ ∏
Ｎ－１

ｊ ＝ １
Ｊ０(ｐＬｊ)∑

¥

ｍ ＝ －¥

Ｊｍ(ｐＬ１)Ｊｍ(ｐｒ)ｅ
－ｉ[ｍ(θ －ϕ)]

(８)

３　 机械臂尺寸优化

根据实际工程应用的要求ꎬ图 ２ 中 ｄ ＝ １２０ｍｍ 和 ａ ＝
９０ｍｍ 为固定尺寸不变ꎬ其他杆长保持 Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ Ｌ３ ＝
１ １６５ｍｍ 不变进行尺寸优化ꎮ 根据式(７)ꎬ杆数 Ｎ ＝ ３ꎬ杆
长取不同数值ꎬ关节角变量不受限制时ꎬ对工作空间的尺

寸及灵活区域进行绘制ꎬ结果如图 ３ 所示ꎮ
根据工作空间密度函数绘制的云图ꎬ将重要的参数如
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图 ３　 不同参数工作空间密度对比图

工作空间密度函数的最大值、工作空间内空白面积及最大

值(灰色)区域分布面积进行对比如表 １ 所示(因本刊系

黑白印刷ꎬ有疑问处可咨询作者)ꎮ

表 １　 关节角不受限工作空间密度对比数据

云图号
工作空间密度
函数最大值

工作空间中间
空白单元格数目

最大值单
元格数目

云图 ａ) １.５ ×１０－４ ６８６ １０６

云图 ｂ) １.３ × １０－４ １ ４５６ １８４

云图 ｃ) １.２ × １０－４ ７２４ １７２

　 　 机械臂尺寸优化结果的评价标准为工作空间的尺寸

及机械臂末端工作灵活区域的分布为评价标准ꎮ 由于 ３
个杆件的总长度相同ꎬ所以由图 ３ 的工作空间对比图可

知ꎬ图 ３ａ) －图 ３ｃ)的最大工作空间相同均为 １ １６５ｍｍꎬ但
从色彩分布上可以看出机械臂末端灵活工作空间的面积

三者相差比较大ꎬ图中红色区域表示最灵活区域ꎬ深蓝色

表示无解区域ꎬ随颜色的渐变越靠近蓝色运动学解越少ꎬ
机械臂灵活性越差ꎮ 图中的灵活工作空间分布机械臂的

正前方ꎬ有利于机械臂完成抓取等任务ꎮ 图 ３ｃ)的红色区

域面积最大ꎬ图 ３ｂ)红色区域面积最小ꎬ图 ３ａ)工作空间中

出现空洞无解区域ꎬ工作空间分布的不够理想ꎮ 根据云图

及数据对比表格可知ꎬ图 ３ｃ)的机械臂尺寸结构最优ꎮ
出于安全及机械机构设计考虑ꎬ对机械臂关节转角进

行限位ꎬ则机械臂关节转动角度不能实现[－πꎬπ]的随意

转动ꎬ根据工程需求机械臂转角设计范围为 θ１ ＝ [１２５°ꎬ
－４５°]ꎬθ２ ＝[３５°ꎬ－１３５°]ꎬθ３ ＝ [－４０°ꎬ４０°]ꎮ 针对上述关

节角范围及不同杆长参数ꎬ根据式(７)绘制工作空间密度

函数图ꎬ如图 ４ 所示ꎮ
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图 ４　 关节角度受限不同参数工作空间密度对比图

表 ２　 关节角受限工作空间密度对比数据

云图号
工作空间密度
函数最大值

工作空间中间空
白单元格数目

最大值单
元格数目

云图 ａ) ６.３ × １０－５ １４６ ３８０

云图 ｂ) ８.１ × １０－５ ０ １６２

云图 ｃ) ７.２ × １０－５ ０ ２６８

　 　 根据工作空间密度函数绘制的图 ４ꎬ将重要的参数如

工作空间密度函数的最大值、工作空间内空白面积及最大

值(红色)区域分布面积进行对比如表 ２ 所示ꎮ
根据工作空间密度函数图进行对比ꎬ从灵活工作空间

区域(红色区域)面积来说ꎬ图 ４ｂ)的灵活工作空间面积最

大ꎬ图 ４ａ)的灵活工作空间面积最小ꎮ 但考虑到最大工作

空间面积ꎬ由于图 ４ｂ)的中空面积最大ꎬ导致最大工作空

间面积最小ꎮ 综合考虑工作空间分布及机械臂末端灵活

区域的面积尺寸两方面的因素ꎬ图 ４ｃ)的工作空间密度分

布情况比其他两组参数条件下的工作空间密度函数分布

情况更好ꎬ更加符合实际工作情况ꎮ 工作灵活区域在远离

移动平台的位置ꎬ更有利于抓取任务的完成ꎬ也避免移动

平台接触危险源及恶劣的抓取环境ꎮ 综上所述ꎬ根据工作

空间的尺寸及灵活区域的面积及分布ꎬ选取 Ｌ１ ＝ ３８５ｍｍꎬ
Ｌ２ ＝ ３３５ｍｍꎬＬ３ ＝ ４４５ｍｍ 作为设计尺寸ꎬ机械臂实物如图 ５
所示ꎮ

y
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z0y0

x0
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�����

图 ５　 机械臂实物图

４　 结语

结合高斯函数及极值定理构建平面转动机械臂末端

位置的工作空间密度函数ꎬ通过与传统的蒙特卡洛法生成

的工作空间密度进行对比ꎬ证明了数学模型的正确性并且

可以有效地描述工作空间的位置及尺寸ꎮ 结合傅里叶变

换及卷积定理ꎬ构建 １ 个杆件情况下的特殊形式的工作空

间密度函数ꎬ推导得出 Ｎ 个杆件时工作空间密度函数的

表达式ꎬ并针对不同情况ꎬ杆长是否相等ꎬ关节转角是否受

限制等情况ꎬ完成了工作空间密度函数表达式的推导ꎬ并
对推导结果进行了仿真ꎮ 仿真结果证明:数学模型可以有

效地描述不同情况机械臂的工作空间尺寸及大小ꎬ并通过

工作空间密度最大值的分布情况有效地反映机械臂的灵

活区域ꎮ 从算法的复杂度来进行对比分析ꎬ对于 Ｎ 个杆

件的机械臂ꎬ若每个转动关节的的样本空间大小为 Ｍꎬ则
蒙特卡洛法的计算复杂度为 ＮＭꎬ工作空间密度函数的计

算复杂度为 Ｎ × Ｍꎮ 由此可见工作空间密度函数的计算

复杂度远小于蒙特卡洛法ꎮ 随机械臂杆件数的增加工作

空间密度函数的优势越明显ꎮ 以傅里叶函数为基础构建

的空间密度函数作为机械臂尺寸优化函数ꎬ对冗余移动机

械臂的机械臂尺寸进行优化ꎮ 根据工作空间的尺寸及末

端可到达灵活工作空间的分布进行尺寸优化选取ꎮ
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图 ５　 优化后姿态工作空间

３　 结语

１) 提出一种由气动人工肌肉驱动的仿生肩关节机构ꎬ通
过解耦可以实现肩关节的 ３ 个转动自由度ꎮ 根据并联机构

运动学逆解的易解性ꎬ建立了仿生肩关节的运动学模型ꎮ
２) 为改善仿生肩关节机构的工作空间ꎬ利用遗传算

法对机构参数进行优化分析ꎮ 根据优化后的结构参数ꎬ仿
生肩关节机构的姿态工作空间明显增大ꎬ机构变得紧凑ꎬ
运动学性能得到改善ꎮ
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