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摘　 要:航位推算是在已知移动机器人当前时刻位置的条件下ꎬ根据已知的移动速度和方向的

变化规律ꎬ通过简单的数学公式计算ꎬ得到下一时刻移动机器人位置的方法ꎮ 移动机器人常需

要在高温、高辐射等恶劣环境下进行工作ꎬ精密的定位传感器系统将受有害环境的影响不能正

常工作ꎬ航位推算将起到关键性作用ꎮ 航位推算算法是开环算法ꎬ由于振动噪声等原因会引入

推算误差ꎮ 采用随机微分方程来构建噪声影响下的移动平台的运动模型ꎬ用高斯方法对

Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ 方程进行求解ꎬ获得航位推算的误差概率分布ꎮ
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０　 引言

航位推算是在已知移动机器人当前时刻位置的条件

下ꎬ根据已知移动速度和方向的变化规律ꎬ通过简单的数

学公式计算ꎬ得到下一时刻移动机器人位置的方法ꎮ 航位

推算起源于大航海时代ꎬ海图及航位记录设备稀缺且价格

昂贵ꎬ海员利用船只的航行速度及航向来推算船只的位

置ꎮ 随着科技的进步与发展ꎬ航位推算算法得到了更进一

步的发展ꎮ 航位推算算法不仅可单独使用进行移动平台

的定位ꎬ还实现了与其他传感器技术及算法相结合ꎬ进一

步提高了移动平台的定位精度ꎮ 如与 ＧＰＳ 技术相结

合[１] ꎬ运用航位推算误差修正来提高移动机器人的定位

精度ꎮ 航位推算算法已经被广泛应用于水下机器人及无

人机的定位算法研究中[２－３] ꎮ 随着 ３Ｄ 打印技术的日趋成

熟ꎬ移动机器人研发周期缩短、生产成本大幅降低ꎬ使其得

到更广泛应用[４] ꎮ 特种移动机器人如井下搜救机器人、
防爆机器人、特种采样机器人等ꎬ需要在高温、高辐射等极

限环境下完成某些特定任务ꎬ虽然此类移动机器人有较厚

的防护外壳保护ꎬ但在长期工作的情况下ꎬ精密传感器系

统仍受有害环境的影响无法获得正确数据ꎬ从而误导移动

机器人的运动ꎮ 此时ꎬ航位推算将起到关键性作用ꎬ可以

根据历史数据推算移动机器人的位置并对传感器获得的

数据进行矫正ꎮ
航位推算算法是开环算法ꎬ由于硬件平台系统的振动

噪声等原因引入误差ꎬ误差会随移动机器人的运行时间而

累积ꎬ航位推算的误差分析在航位推算中尤为重要[５] ꎮ
本文针对噪声对移动平台的影响进行误差分析ꎮ 首先ꎬ采
用随机微分方程来描述移动机器人在噪声影响下的运动

数学模型ꎬ其次用高斯方法分别对与之对应的 Ｆｏｋｋｅｒ －
Ｐｌａｎｃｋ 方程进行求解ꎬ获得航位推算的误差概率分布ꎮ

１　 移动机器人运动数学模型

针对白噪声的情况建立移动随机微分方程ꎬ随机微分

方程的一般形式为:
ｄｘ＝ａ(ｘꎬｔ)ｄｔ＋Ｂ(ｘꎬｔ)ｄｗ( ｔ) (１)

其中:ｘ＝(ｘꎬｙꎬθ)是移动机器人当前的位置矩阵ꎻａ(ｘꎬｔ)
表示漂移向量ꎻＢ(ｘꎬｔ)为扩散矩阵ꎻｄｗ( ｔ)为一组含有不

相关标准白噪声的向量ꎮ
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移动机器人的运动学模型如图 １ 所示ꎬ通过移动机器

人两侧的转动角度不同ꎬ实现移动机器人航向角的实时变

化ꎮ 公式(１)为标准的随机微分方程ꎬ以此为基础对移动

机器人进行运动模型构建ꎮ

x

θ
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l

(x,y)

图 １　 移动机器人运动学模型

根据移动机器人的运动学模型中角度与位置的关系

可得到移动机器人中心位置的微分方程:

ｄｘ＝
ｒｃｏｓθ(ｄϕ１＋ｄϕ２)

２
(２)

ｄｙ＝
ｒｓｉｎθ(ｄϕ１＋ｄϕ２)

２
(３)

ｄθ＝
ｒ(ｄϕ１＋ｄϕ２)

ｌ
(４)

其中:(ｘꎬｙ)为移动机器人中心点位置ꎻθ 为移动机器人

航向角ꎻｒ 为车轮半径ꎻｌ 为移动机器人两侧运动系统之

间的运动轴距长度ꎻϕ１、ϕ２ 分别为两侧运动系统的运动

转角ꎮ
假定移动机器人运动系统的角速度是确定值且受数

值变化仅受噪声影响ꎬ则有:

ｄϕ１ ＝ω( ｔ)ｄｔ＋ Ｄｄｗ１ (５)

ｄϕ２ ＝ω( ｔ)ｄｔ＋ Ｄｄｗ２ (６)

其中:ω ( ｔ) ＝ ｄϕ
ｄｔ

代表移动机器人系统输出的角速度ꎬ

Ｄｄｗ１是维纳过程参数ꎬ从而获得移动机器人运动学模型

的随机微分方程:
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针对随机微分方程描述的移动机器人的运动状态ꎬ构
建与之对应的 Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ 方程ꎬ从而获得关于机器人

位姿和时间的连续概率分布方程ꎮ 使用 Ｉｔｏｓ 和 Ｓｔｒａｔｏｎｏｖ￣
ｉｃｈ 方法构建与一般随机微分方程式(１)相对应的Ｆｏｋｋｅｒ－
Ｐｌａｎｃｋ 方程[５] :
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其中:ｆ＝ ｆ(ｇ(ｘꎬｙꎬθ)ꎬｔ)随时间变换航位推算误差概率分

布ꎬｇ(ｘꎬｙꎬθ)代表移动机器人在空间内的位置矩阵ꎮ 结合

移动机器人运动模型的随机微分方程式(７)和与其对应

的 Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ 方程式(８)ꎬ构建移动机器人的 Ｆｏｋｋｅｒ－
Ｐｌａｎｃｋ 方程来描述其航位推算误差分布:
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２　 基于高斯函数求解Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方
程

　 　 一般在笛卡儿坐标系下构建随机微分方程ꎬ有利于对移

动机器人当前位置的表示ꎮ 高斯函数的求解定义与变换一

般在指数坐标系下进行ꎮ 李代数在 ＳＥ(２)的定义基础是:
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这 ３ 个矩阵分别对应在 ｘ 和 ｙ 轴上的移动微分和绕 ｚ
轴的转动微分ꎬ刚体位置可表示为 Ｘ≐ｖ１Ｘ１＋ｖ２Ｘ２＋αＸ３ꎬ与
其对应的位置转换矩阵为:

ｇ
~
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矩阵的指数运算与对数运算的逆运算ꎬ可得:
(ｖ１Ｘ１＋ｖ２Ｘ２＋αＸ３)∨ ＝[ｖ１ꎬｖ２ꎬα] Τ

在 ＳＥ(２)上定义任意概率密度的平均值矩阵 μ 为:

∫
Ｇ
ｌｏｇ∨ (μ －１ｇ) ｆ(ｇ)ｄｇ ＝ ０

ｇ 为在 ＳＥ(２)的标准转换矩阵ꎮ

ｇ(ｘꎬｙꎬθ)＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ ｘ
ｓｉｎθ ｃｏｓθ ｙ
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协方差矩阵 Σ 为:

Σ ＝ ∫
Ｇ
ｌｏｇ∨ (μ －１ｇ) ｌｏｇ∨ (μ －１ｇ)( ) Τ ｆ(ｇ)ｄｇ

当‖Σ‖≪１ 时ꎬ高斯分布可以定义为:
ｆ(ｇꎻμꎬΣ)＝

１
ｃ(Σ)ｅｘｐ

－ １
２ ｌｏｇ∨(μ－１ｇ)( ) ΤΣ －１ ｌｏｇ∨(μ－１ｇ)( )

其中:ｃ(Σ)≈(２π)
ｎ
２ ｄｅｔ Σ( )

１
２ 是标准化系数ꎬ以保证 ｆ

(ｇꎻμꎬΣ)是概率分布函数ꎮ
设 ｆｉ(ｇ)＝ ｆ(ｇꎻμ ｉꎬΣ ｉ)ꎬ由卷积定理可得

ｆ１∗ｆ２( ) (ｇ) ＝ ∫
ＳＥ(２)

ｆ１(ｈ) ｆ２(ｈ
－１ × ｇ)ｄｈ

与之对应的平均值和协方差为:
μ１∗２ ＝μ１×μ２ꎻ
Σ １∗２ ＝Ａｄ(μ２

－１)Σ １ ＡｄΤ(μ２
－１)＋Σ ２ꎻ

将概率分布函数进行迭代计算 ｆ１∗ｆ２( ) ∗ ｆ３ꎬ得到平

均值矩阵和协方差矩阵为:
μ(１∗２)∗３ ＝ μ１∗２( ) ×μ３ ＝ μ１×μ２( ) ×μ３ꎻ
Σ (１∗２)∗３ ＝Ａｄ(μ

－１
３ )Σ １∗２ＡｄΤ(μ－１

３ )＋Σ ３ꎻ
以此类推可得:

μ１∗２∗􀆺∗ｎ ＝μ１×μ２×􀆺×μｎ ＝∏
ｎ

ｉ＝ １
μ ｉ

Σ１∗２∗􀆺∗ｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ａｄ－１ ∏

ｎ

ｊ＝ ｉ＋１
μｊ( ) Σ ｉＡｄ

－Τ ∏
ｎ

ｊ＝ ｉ＋１
μｊ( )
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　 　 在连续的时间段内ꎬ设置初始条件 μ(０)＝ ｅꎬΣ(０)＝ ０
可以得到:

μ( ｔ)＝ ∩
０≤τ≤ｔ

ｅｘｐ ∑
３

ｉ＝ １
ｈｉ(τ)Ｘ１( ) ꎻ

Σ( ｔ)＝ ∫ｔ
０
Ａｄ －１(μ( ｔ － τ))Ｄ( ｔ)Ａｄ －Τ((μ( ｔ － τ))ｄτ

３　 实验

选用实验室自主研发的移动机械臂作为实验对象对

本文所提算法进行验证ꎬ如图 ２ 所示ꎮ 该移动机器人系统

最大运动速度是 １ｍ / ｓꎬ配有激光测位仪定位系统ꎮ 该型

号移动机械臂主要用于井下搜救工作ꎬ检测井下危险气体

含量及被困人员的营救ꎮ 根据实际应用的需求采用履带

式移动方式可实现复杂环境的越障行走ꎬ配合 ６ 自由度机

械臂实现抓取任务ꎮ

图 ２　 移动机器人实验平台

实验步骤:选取平坦的户外实验场地ꎬ对场地进行标

定ꎬ选取直线长度 １０ｍ 行驶轨道ꎬ并对行进的直线方向进

行标定ꎬ如图 ３ 所示ꎮ
具体步骤如下:１)移动机器人以 ０.５ ｍ / ｓ 的速度进行

直线运动ꎬ运动时间为 ２０ ｓꎮ ２)利用激光测位仪记录行驶

２０ ｓ 后移动机器人的精确位置ꎮ ３)重复 １)、２)ꎬ实验 ６０
次ꎮ 最后将实验数据进行统计整理ꎬ实验数据分布如图 ４
所示ꎮ 利用本文提出的高斯函数进行航位误差函数进行

数据建模ꎬ所得结果如图 ５ 所示ꎮ
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图 ３　 移动机器人实验场地标定
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图 ４　 移动机器人

实际位置分布

　

3

2

1

0

-1

-2

-3
7 8 9 10

0.2

0.6

0.2

0.2

0.40.6

0.
80.
4

11 12 13
x/m

y/
m

图 ５　 高斯函数

拟合位置分布

　 　 对比图 ４ 与图 ５ 的实验结果可知ꎬ实验次数总数为

６０ 次ꎬ其中 ４８ 次移动机械臂的实际航位位置出现在航

位推算概率为 ８０％的范围内ꎬ其实验数据符合概率分布

规律ꎮ 实验结果证明以随机分布函数描述移动机械臂的

运动学模型ꎬ并求得与其对应的 Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ 方程ꎬ采
用高斯函数求解方程获得移动机器人的航位推算分布函

数ꎬ该函数可有效地、精确地构建移动机器人的航位位置

及其误差分布ꎮ

４　 结语

航位推算是一种经典的计算移动平台位置的方法ꎬ该
算法属于开环算法ꎬ随着时间的推移误差累计将不断变

大ꎮ 近年来随着传感器技术的不断发展ꎬ航位推算算法不

仅可单独使用ꎬ进行移动平台的定位ꎬ还实现了与其他传

感器技术及算法相结合ꎬ进一步提高了移动平台的定位精

度ꎮ 如何消除和修正误差一直是航位推算算法优化的重

要研究内容ꎮ 以随机微分构建在噪声影响下移动机器人

的运动模型ꎬ并采用 Ｉｔｏｓ 和 Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ 方法对随机微分

方程进行变换ꎬ获得与之相对应的 Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ 方程ꎬ结
合高斯函数及卷积定理得出移动平台的航位推算误差概

率分布函数ꎬ实验数据表明了该函数的正确性ꎮ 移动平台

经常需要在极限条件下进行工作ꎬ如高温、低温和高辐射

等ꎮ 恶劣的工作环境会对精密的传感器定位系统产生影

响ꎬ不能得到精确的位置信息ꎬ甚至无法工作ꎮ 航位推算

误差分析可以有效地对传感器信息进行校正ꎬ或在定位系

统瘫痪的情况下ꎬ计算移动平台分布位置ꎬ对移动平台精

确定位及恶劣条件下的定位都具有重要意义ꎮ
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