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摘　 要:为了探究新型低频减振结构ꎬ建立局域共振型声子晶体双层欧拉梁简化模型ꎬ基于平

面波展开法计算其能带结构ꎬ通过有限元仿真得到振动传输曲线并验证其带隙特性ꎮ 结果表

明ꎬ反对称振动和对称振动能带形成带隙ꎬ两能带耦合导致部分非带隙频段仍存在振动衰减ꎬ
这是单层梁不具备的优势ꎮ 根据固有振型给出带隙起始、截止频率的计算公式ꎬ并研究了弹簧

刚度等对带宽的影响ꎮ
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０　 引言

减振降噪问题一直是学术界和工程界研究重点之一ꎬ
特别是飞机机翼等很多梁式工业产品均存在不同程度的

振动问题ꎬ因此对梁结构进行减振研究很有必要ꎮ 声子晶

体概念的提出为结构减振设计和研究指出了新的研究方

向ꎮ 人们发现某些频段内的弹性波在周期弹性复合介质

中传播时衰减十分明显ꎬ由此提出了声子晶体的概念ꎮ
Ｂｒａｇｇ散射机理和局域共振机理是其带隙产生的两种主要

机理ꎬ而后者更易通过小尺寸设计实现低频下的减振ꎬ因
此ꎬ研究局域共振型声子晶体梁结构的带隙特性将为低频

减振设计和优化提供理论指导ꎮ
关于局域共振型声子晶体梁材料性能参数ꎬ宿星亮[１]

等人应用平面波展开法研究了功能梯度材料周期分布的声

子晶体梁结构的带隙特性以及功能梯度材料性能对带隙的

影响ꎮ 左曙光等人[２]基于三参数 Ｍａｘｗｅｌｌ模型研究了材料

粘弹性对单振子声子晶体梁能带结构的影响ꎬ发现粘弹性

会影响带隙位置和带宽ꎬ并减弱振动衰减幅度ꎮ

对于声子晶体新型结构的研究最为广泛ꎮ 张法[３]和

高恩武[４]研究了角杆、Ｔ型杆等组合型声子晶体结构的带

隙特性ꎻ王兴国[５]研究了一维柱壳结构的径向、扭转及轴

向剪切振动带隙ꎻ蒋娟娜[６]等人结合有限元法设计并研

究了一种新型多重开孔式局域共振声子晶体结构的带隙

形成机理和振动特性ꎮ 对于振子式结构ꎬ朱学治等人[７]

提出一种含转动振子的声子晶体梁简化模型ꎬ基于传递矩

阵法研究其能带结构后指出转动振子可以使得声子晶体

梁产生窄频带局域共振带隙和宽频带 Ｂｒａｇｇ 带隙ꎮ 文岐

华[８]等人通过传递矩阵法得到双振子欧拉梁的弯曲振动

能带结构ꎬ并基于 ＡＮＳＹＳ得到的铝－橡胶－铜有限周期梁

结构振型图来推测起始、截止频率ꎻ李锁斌等人[９]建立并

研究了互置型双振子三组元声子晶体板结构的带隙特性ꎮ
此外ꎬ舒海生等人[１０]在树脂圆柱体上周期布置橡胶和铅

同心环构成局域共振型梁结构ꎬ并指出声子禁带截止频率

由铅块和梁结构的反相弯曲振动决定ꎬ而起始频率由铅块

无规则振动决定ꎮ 鉴于纵 /横向振动带隙频率范围往往不

同步且衰减强度不同ꎬ其后来提出角式声子晶体梁[１１]并

指出通过弹性波纵 /横波的转换ꎬ该结构可以使得 ３ 个方
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向上的纵向和弯曲振动都得到明显抑制ꎮ
以上文献提出并研究了多种新型声子晶体梁结构ꎬ但

全部基于单层梁或者组合杆、柱壳结构ꎬ尚未有人对双层

梁结构及其带隙特性展开深入研究ꎮ 本文在双梁之间周

期布置弹簧和质量块构造出局域共振型声子晶体双层欧

拉梁结构ꎬ采用平面波展开法对带隙的形成机制和调节规

律进行详细研究ꎬ给出带隙起始、截止频率的估算公式并

给出理论解释ꎬ最后与相同参数下的单层梁结构的带隙特

性进行了对比ꎮ

１　 双层欧拉梁模型
双层梁晶胞单元周期排列时ꎬ设相邻振子之间的距离

(即晶格常数)为 ａꎬ上、下梁的横截面积均为 Ａꎬ弹簧刚度

系数分别为 ｋ１、ｋ２ꎬ质量块质量为 ｍꎬ如图 １所示ꎮ
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图 １　 双层欧拉梁模型示意图

设双层欧拉梁上、下梁的位移场函数分别为 ｙ１(ｘꎬｔ)、
ｙ２(ｘꎬｔ)ꎬ质量块 ｍ 的位移场函数为 ｚ(ｘꎬｔ)ꎬ那么双层欧拉

梁的振动方程为:
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其中 ρ、Ａ、ＥＩ 分别代表梁的密度、横截面积、抗弯刚度ꎮ
ｆ１(ｘꎬｔ)＝ －ｋ１[ｙ１(ｘꎬｔ)－ｚ(ｘꎬｔ)]δ(ｘ－ａ) (２)
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将式(５)写成矩阵形式为:
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式(６)为广义特征值问题ꎬ其中 ｋ 为第一 Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ 区

Ｂｌｏｃｈ波矢ꎬ而 Ｇ′遍历该结构倒格矢空间ꎮ 通过选取 Ｎ 个

倒格矢进行计算ꎬ那么式(６)变为(２Ｎ＋１) ×(２Ｎ＋１)阶矩

阵特征值求解问题ꎮ 对于 Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ 区内的每个波矢 ｋꎬ均
可以求出与其对应的特征频率 ωꎬ从而画出能带结构图ꎮ
若求出的 ω 存在非零虚部ꎬ则说明 ω 处于带隙范围内ꎬ即
频率为 ω 的弹性波无法在该结构中稳定传播ꎬ必然存在

衰减ꎮ

２　 算例

选择铝作为欧拉梁的材料ꎬ材料密度等参数如表 １所
示ꎬ双层欧拉梁晶胞长度(即晶格常数) ａ、梁宽 ｂ、梁厚 ｈ
等参数如表 ２所示ꎬ则梁的横截面积为 Ａ＝ ｂｈꎬ晶胞中梁的

质量均为 ｍ梁 ＝ ρＡａ ＝ ０.０３６ ４ ｋｇꎮ 结构中弹簧刚度系数均

为 ｋꎮ

表 １　 梁单元材料属性

材料
密度 ρ /

(ｋｇｍ－３) 杨氏模量 Ｅ / Ｐａ 剪切模量 μ / Ｐａ

铝 ２ ６００ ７×１０１０ ２.７×１０１０

表 ２　 声子晶体欧拉梁几何参数

ａ / ｍ ｂ / ｍ ｈ / ｍ ｍ梁 / ｋｇ ｋ / (Ｎｍ－１) ｍ / ｋｇ

０.０７ ０.０２ ０.０１ ０.３６４ ４００ ０００ ０.５

　 　 双层欧拉梁能带结构图如图 ２ 所示ꎮ 基于 ｍａｔｌａｂ 计

算并得到满足表 １和表 ２ 参数的双层欧拉梁结构的能带

结构ꎬ如图 ２(ａ)所示ꎮ 从图 ２( ａ)可以发现:在 ２０１Ｈｚ ~
５３０Ｈｚ附近存在一条完全带隙ꎮ

利用 ＭＳＣ. Ｐａｔｒａｎ 建立双层梁晶胞单元的有限元模

型ꎬ并求得其特征频率及其对应的固有模态ꎬ可以发现截

止频率附近存在的两阶固有频率及模态如图 ３所示ꎮ
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图 ２　 双层欧拉梁能带结构图

(a) �0�� �526.34 Hz 

(b) 	�0�� �563.36 Hz 

图 ３　 双层欧拉梁晶胞单元固有振型图

根据图 ３所示截止频率附近的固有模态振型ꎬ可以将

截止频率附近存在对称弯曲振动和反对称弯曲振动两种

模态ꎮ 因此通过 ｍａｔｌａｂ编程将能带结构图分成对称弯曲

振动能带和反对称弯曲振动能带ꎬ如图 ２(ｂ)所示ꎮ
图 ２(ｂ)表明带隙的形成是由反对称弯曲振动能带和

对称弯曲振动能带共同决定的ꎬ带隙起始频率由反对称振

动模态决定ꎬ截止频率由对称振动模态决定ꎮ
下面结合图 ４所示弹簧振子示意图给出带隙起始、截

止频率计算公式及推导过程ꎮ

K1

K1

m	

m


m


K2

K2

图 ４　 弹簧振子模型示意图

下边界 ｆ１对应反对称弯曲振动模态ꎬ振动形式为梁静

止而振子上下振动ꎬ相当于两个相互独立均以梁为基础的

弹簧振子模型ꎬ因此起始频率就是单弹簧振子系统共振频

率ꎬ即

ｆ１ ＝
１
２π ｋ / ｍ块 (７)

截止频率 ｆ２为对称弯曲振动模式ꎬ振动模态显示为质

量块静止而梁发生弯曲振动ꎬ因此可以看成质量块作为基

础而梁作为振动单元的模型ꎬ故截止频率

ｆ２ ＝
１
２π ｋ / ｍ梁 (８)

ｆ３对应反对称弯曲振动模式能带ꎬ这里假设在弹簧的

某个中间点固定不动ꎬ那么

ｆ３ ＝
１
２π

Ｋ１
ｍ梁

＝ １
２π

２Ｋ２
ｍ块

(９)

弹簧总刚度满足

ｋ＝
Ｋ１Ｋ２
Ｋ１＋Ｋ２

(１０)

设 ｍ梁 / ｍ块 ＝γꎬ由式(９)和式(１０)可得

Ｋ２ ＝
１＋２γ
２γ

ｋ (１１)

将式(１１)代回式(９)即可得

ｆ３ ＝
１
２π

ｋ
ｍ梁

(１＋２γ) (１２)

对于双层欧拉梁而言ꎬ图 ２(ａ)能带结构图显示其带

隙起始频率 ｆ１ ＝ ２０１Ｈｚꎬ截止频率 ｆ２ ＝ ５３０Ｈｚꎬｆ３ ＝ ５６５Ｈｚꎬ
而通过式(７)、式(８)以及式(１２)计算得到的起始、截止频

率分别为 ｆ１ ＝ ２０１.３Ｈｚꎬｆ２ ＝ ５２７.６Ｈｚꎬｆ３ ＝ ５６４.７Ｈｚꎮ 可以发

现这与能带结构图中带隙边界处的频率几乎一致ꎬ因此说

明式(７)、式(８)以及式(１２) 估算带隙是准确的ꎮ

３　 带隙影响规律
为了研究带隙特性的影响因素ꎬ下面研究双层欧拉梁

各参数对能带特性的影响ꎬ主要参数包括:晶格常数 ａꎬ一
侧梁厚度 ｈꎬ一侧梁宽度 ｂꎬ质量块质量 ｍ 以及弹簧刚度

ｋꎬ影响规律分别如图 ５所示ꎮ

(a) �LL����
	  
����

C�N)f1
�!N)f2
f3

N
)

/H
z

1 600

1 400

1 200

1 000

800

600

400

200

00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20

(b) �LL���	
	 

C�N)f1
�!N)f2
f3

N
)

/H
z

1 600

1 400

1 200

1 000

800

600

400

200

0


��/m
0 0.005 0.015 0.025 0.035 0.045 0.050.040.030.020.01

１７



机械制造 涂静ꎬ等双层欧拉梁声子晶体弯曲振动带隙特性研究

(c) �LL����
	 

	/m

C�N)f1
�!N)f2
f3

N
)

/H
z

0 0.005 0.015 0.025 0.035 0.045 0.050.040.030.020.01

1 600

1 400

1 200

1 000

800

600

400

200

0

(d) �LLCGCG
	 
�
/kg

C�N)f1
�!N)f2
f3

N
)

/H
z

800

700

600

500

400

300

200

100

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

(e) �LL���2��
	 
�2����Nem-1�

C�N)f1
�!N)f2
f3

N
)

/H
z

1 600

1 400

1 200

1 000

800

600

400

200

0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

×105

(f) �LL�2��
	 

�2����Nem-1�

C�N)f1
�!N)f2
f3

N
)

/H
z

1 200

1 000

800

600

400

200

00 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
×105

图 ５　 带隙随梁截面、弹簧、质量块变化图

图 ５(ａ)－图 ５(ｃ)显示:晶格常数增大ꎬ带隙起始频率

ｆ１几乎不变ꎬ截止频率 ｆ２逐渐减小ꎬ因而带隙逐渐变窄ꎻ改
变一侧梁的厚度或者宽度ꎬ发现带隙起始频率 ｆ１几乎不

变ꎬ截止频率 ｆ２逐渐降低ꎬ导致带隙逐渐变窄ꎻ这是由于梁

尺寸的变化引起梁质量 ｍ梁 增加ꎬ但并未影响质量块质

量ꎬ因此起始频率 ｆ１ ＝ ０.５ / π(ｋ / ｍ块) ０.５保持不变ꎬ而 ｆ２ ＝

０.５ / π(ｋ / ｍ梁) ０.５减小ꎮ
图 ５(ｄ)显示:随着质量块质量 ｍ 的增加ꎬ带隙起始

频率 ｆ１ 逐渐下降ꎬ截止频率 ｆ２ 保持不变ꎬｆ３ 逐渐降低并与

ｆ２ 接近ꎮ 引起该变化的原因为:质量块质量增加ꎬ但梁质

量并未改变ꎬ故起始频率 ｆ１ ＝ ０.５ / π( ｋ / ｍ块 ) ０.５逐渐减

小ꎬ而截止频率 ｆ２ ＝ ０.５ / π(ｋ / ｍ梁) ０.５不变ꎮ
通过图 ５(ｅ)发现:弹簧刚度 ｋ 增加引起带隙起始频

率 ｆ１ 逐渐增大ꎬ而截止频率 ｆ２ 先增大后保持不变ꎬｆ３ 先不

变后逐渐增大ꎬ导致带隙先增加后缓慢减小ꎮ ｋ 的增加导

致起始频率 ｆ１ ＝ ０.５ / π(ｋ / ｍ块) ０.５增大容易理解ꎬ而截止

频率 ｆ２ ＝ ０.５ / π(ｋ / ｍ梁) ０.５先增大后不变的原因在于:双
层欧拉梁一共有两条梁和两根弹簧ꎬ所以根据式(８)截止

频率应该也有两个ꎬ最后由两侧计算得到的截止频率结果

较小的作为带隙截止频率ꎬ当只改变一侧的弹簧刚度或者

梁的厚度宽度ꎬ引起其中一侧截止频率的变化ꎬ而另外一

条频带并未发生改变ꎬ只是在作图过程中是按照较低的频

率称为 ｆ２ꎬ高的频率比称为 ｆ３ꎮ 因此再次做出同时改变两

侧弹簧刚度大小引起的带隙变化如图 ５( ｆ)所示ꎬ可以发

现弹簧刚度引起起始频率增大ꎬ而截止频率增加更多(这
是由于梁质量比质量块小的缘故)ꎬ带宽增大ꎮ

利用 ＭＳＣ / ＰＡＴＲＡＮ建立 １２个晶胞结构的有限长梁

模型ꎬ划分网格后并在梁的左端施加垂直于梁平面的单

位位移激励作为初始条件ꎬ如图 ６ 所示ꎮ 图中小竖线代

表弹簧ꎬ三角形代表集中质量块ꎬ参数分别如表 １ 和表 ２
所示ꎮ

x
yz

图 ６　 双层梁有限元仿真模型示意图

分别选择双层欧拉梁的同侧和异侧另一端作为响应

点绘制弯曲振动传输曲线ꎬ并与图 ２中双层欧拉梁能带结

构图进行比较ꎬ如图 ７所示ꎮ
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图 ７　 双层欧拉梁弯曲振动传输曲线图
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通过比较图 ７(ａ)和图 ７(ｂ)发现ꎬ不管响应拾取点位

于激励点同侧还是异侧ꎬ ２００Ｈｚ~ ５６０Ｈｚ频率范围内的弯

曲振动在双层欧拉梁中传播时均存在很强的衰减ꎬ最大衰

减幅值可以达到 １２０ ｄＢꎬ且该频率区间正好与图 ２能带结

构图中带隙频率范围重合ꎮ
同时图 ７(ａ)与图 ７(ｂ)存在一条非常明显的差别:当

激励点和响应点位于异侧梁上时ꎬ在带隙范围外仍然可能

存在较大衰减ꎬ而激励点和响应点位于同侧时ꎬ振动衰减

几乎只存在于带隙范围内ꎮ 其实ꎬ造成这种现象的原因在

于:能带结构图中在 ５２６Ｈｚ 和 ５６３Ｈｚ 处存在对称弯曲振

动模态和反对称弯曲振动模态对应的能带ꎬ两条能带耦合

后相互抵消ꎬ从而引起图 ７(ａ)异侧梁弯曲振动传输曲线

图中弯曲振动在非频带范围内仍有较大衰减的情况ꎮ
为了对比单 /双层欧拉梁声子晶体的带隙特性ꎬ建立

相同参数的单 /双层梁声子晶体模型并得到振动传输曲线

图ꎬ如图 ８所示ꎮ
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图 ８　 单 /双层欧拉梁振动传输曲线对比图

通过图 ８可知ꎬ双层梁相对于单层声子晶体欧拉梁而

言ꎬ单层梁的衰减幅值约为 ６０ ｄＢꎬ而双层梁的平均衰减幅

值约为 ７０ ｄＢꎬ二者衰减幅度相近ꎮ 但是通过对比可以很

直观地看到ꎬ双层欧拉梁在带隙之外的部分频率范围内仍

存在明显的衰减现象ꎬ如图 ８(ｂ)中 ７５０Ｈｚ 以及 １ ０００Ｈｚ
附近存在的强衰减现象ꎬ这是单层梁所不具有的特性ꎮ 因

此双层梁相对于单层梁在衰减振动方面具有特有的优势ꎮ

４　 结语

本文构造出局域共振型声子晶体双层欧拉梁结构ꎬ基
于平面波展开法计算其能带结构ꎬ并利用有限元法仿真得

到相应有限结构的弯曲振动传输曲线ꎬ对该结构的带隙特

性展开了详细研究ꎮ 得到以下主要结论:
１) 声子晶体双层欧拉梁能带结构存在对称与反对称

弯曲振动模式ꎬ带隙的打开可以认为是共振单元的振动模

态和梁的振动模态相互耦合作用的结果ꎮ 带隙起始频率

ｆ１ ＝ ０.５ / π(ｋ / ｍ块) ０.５由反对称弯曲振动模态决定ꎬ截止

频率 ｆ２ ＝ ０.５ / π(ｋ / ｍ梁) ０.５由对称弯曲振动模态决定ꎮ
２) 通过减小梁单元截面尺寸、晶格常数ꎬ可以降低带

隙截止频率从而增大带隙宽度ꎻ增加质量块质量ꎬ带隙起

始频率下降ꎬ带隙宽度增大ꎻ通过增加弹簧刚度ꎬ可以同时

增大起始和截止频率且截止频率增加更多ꎬ从而带隙宽度

增加ꎮ 所有上述影响规律均可借助于“基底－弹簧－质量

块”简化模型得到解释ꎮ
３) 双层欧拉梁在非带隙范围内某些频率段仍存在较

强的衰减振动的作用ꎬ这是由于双层梁存在的两种弯曲振

动模态(对称弯曲振动模态和反对称弯曲振动模态)相互

叠加抵消的结果ꎬ这是单层梁所不具备的ꎬ因此双层梁结

构在减振方面具有特有的优势ꎮ
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