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斜齿面齿轮齿面接触问题的有限元－线性规划解法
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摘　 要:提出了一种基于有限元及线性规划计算斜齿面齿轮齿面接触区域载荷分布及啮合刚

度的方法ꎮ 建立了斜齿面齿轮齿面的数学模型ꎬ基于 ｍａｔｌａｂ实现其齿面及接触轨迹的可视化ꎻ
基于有限元思想ꎬ并结合线性规划改进的单纯形算法ꎬ得到齿面接触区域各点载荷分配ꎻ根据

接触区域平均变形量和载荷计算了啮合齿对的啮合刚度ꎻ计算了接触区域最大压应力ꎬ并与

Ｈｅｒｔｚ理论的计算结果进行对比ꎬ验证该线性规划算法的有效性ꎮ
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０　 引言

本质上而言ꎬ面齿轮传动是渐开线圆柱齿轮与锥齿轮

相啮合的齿轮传动[１] ꎬ在直升机主减速器的传动系统、铣
床主轴的传动系统以及自行车的无链条传动系统中均有

很好的应用ꎮ 其特有的结构和啮合特性使其具备诸多优

势ꎬ成为 ２１世纪直升机传动系统研究的重点ꎮ
ＬＩＴＶＩＮ.Ｆ.Ｌ研究了面齿轮齿面成形的理论方法及齿

面接触应力的分析[２－３] ꎻ沈云波等分析了斜齿面齿轮齿宽

限制条件[４－５] ꎻ方宗德、ＷＵ Ｓ Ｈ 及 ＹＥ.Ｓ.Ｙ 等人基于齿轮

齿面的柔度矩阵对齿面接触应力进行了计算[６－９] ꎻ
Ｔ.Ｆ.Ｃｏｎｒｙ等基于线性规划的思想提出了弹性接触问题的

解法[１０－１２] ꎻ唐进元基于有限元的思想计算了螺旋锥齿轮

的啮合刚度[１３] ꎮ
本文提出基于有限元－线性规划法对斜齿面齿轮齿

面接触问题进行计算的方法ꎬ基于齿面接触区域的载荷和

变形量计算了齿轮副的啮合刚度及最大压应力ꎮ

１　 斜齿面齿轮的齿面成形及接触轨迹

１.１　 齿面数学模型

斜齿面齿轮齿面十分复杂ꎬ无法直接将其齿面方程表

示出来ꎬ需借助其加工刀具齿面方程ꎬ并结合齿轮啮合方

程间接对其齿面加以描述ꎮ
１) 插齿加工坐标系

根据斜齿面齿轮插齿加工原理ꎬ建立如图 １所示加工

坐标系ꎮ 其中ꎬ ｓｓｃ( ｏ－ｘｓｃꎬｙｓｃꎬ ｚｓｃ )为刀具的固定坐标系ꎬ
ｓｓ(ｏ－ｘｓꎬｙｓꎬｚｓ)是与刀具固联的转动坐标系ꎬｓｆｃ( ｏ－ｘｆｃꎬｙｆｃꎬ
ｚｆｃ)为面齿轮的固定坐标系ꎬｓｆ( ｏ－ｘｆꎬｙｆꎬｚｆ)是与面齿轮固

联的转动坐标系ꎬφｓ和 φｆ分别为刀具与面齿轮的转角ꎮ
２) 刀具的齿面方程

图 ２为刀具端面齿廓及坐标系ꎬ该坐标系与图 １中的

坐标系对应ꎮ 其中ꎬθｓ为刀具渐开线齿廓上的角度参数ꎻ
θｓｃ为刀具基圆上齿槽宽所对应圆心角之半ꎬ其计算公式为
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θｓｃ ＝ ２π / Ｎｓ－(ｔａｎαｓｔ－αｓｔ) (１)
式中:Ｎｓ为刀具齿轮的齿数ꎻαｓｔ表示刀具端面压力角ꎮ
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图 １　 斜齿面齿轮插齿加工坐标系
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图 ２　 刀具齿面坐标系

渐开线齿廓方程为:
ｘｓ ＝ ±ｒｂｓ(ｓｉｎ(θｓｃ＋θｓ)－θｓｃｏｓ(θｓｃ＋θｓ))
ｙｓ ＝ －ｒｂｓ(ｃｏｓ(θｓｃ＋θｓ)＋θｓｓｉｎ(θｓｃ＋θｓ)){ (２)

式中:ｒｂｓ为刀具基圆半径ꎻ“±”分别表示渐开线齿廓Ⅰ和

Ⅱꎮ
渐开线斜齿轮刀具的齿面由端面齿廓沿 ｚ 轴作螺旋

运动扫略形成ꎬ故刀具齿面 １(即齿廓Ⅰ螺旋而成的齿面)
方程表示为:

ｒｓ(θｓꎬγｓ)＝

ｒｂｓ[ｓｉｎ(θｓｃ＋θｓ－γｓ)－θｓｃｏｓ(θｓｃ＋θｓ－γｓ)]
－ｒｂｓ[ｃｏｓ(θｓｃ＋θｓ－γｓ)＋θｓｓｉｎ(θｓｃ＋θｓ－γｓ)]
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(３)
同理ꎬ齿面 ２方程为:

ｒｓ(θｓꎬγｓ)＝

－ｒｂｓ[ｓｉｎ(θｓｃ＋θｓ＋γｓ)－θｓｃｏｓ(θｓｃ＋θｓ＋γｓ)]
－ｒｂｓ[ｃｏｓ(θｓｃ＋θｓ＋γｓ)＋θｓｓｉｎ(θｓｃ＋θｓ＋γｓ)]

ｐｓγｓ / (２π)＋Ｌ０
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(４)
式中:γｓ为端面齿廓沿 ｚ 轴螺旋的角度ꎻｐｓ为螺旋参数ꎬ其
计算公式为

ｐｓ ＝ ２πｒｂｓ / ｔａｎβｂ (５)
式中 βｂ为刀具基圆螺旋角ꎮ

３) 斜齿面齿轮的齿面方程

根据包络理论和齿轮啮合原理ꎬ则得斜齿面齿轮的齿

面方程为:
ｒｆ(θｓꎬγｓꎬφｓ)＝ Ｍｆꎬｓｒｓ
ｆ(θｓꎬγｓꎬφｓ)＝ ０{ (６)

式中:Ｍｆꎬｓ是坐标系 ｓｓ到 ｓｆ的坐标转换矩阵ꎻｆ (θｓꎬγｓꎬφｓ)
是齿面啮合方程ꎮ Ｍｆꎬｓ表示为:

Ｍｆꎬｓ ＝

ｃｏｓφ ｆｃｏｓφ ｓ － ｃｏｓφ ｆｓｉｎφ ｓ － ｓｉｎφ ｆ ０
－ ｃｏｓφ ｓｓｉｎφ ｆ ｓｉｎφ ｆｓｉｎφ ｓ － ｃｏｓφ ｆ ０
ｓｉｎφ ｓ ｃｏｓφ ｓ ０ ０
０ ０ ０ １
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ｆ ＝ ｖ( ｓｆ)ｎ
其中:ｖ( ｓꎬ ｆ)为刀具与面齿轮啮合点处的相对运动速度ꎻｎ
表示啮合点处法向量ꎮ

１.２　 齿面啮合轨迹

采用齿数 Ｎ１比刀具齿数 Ｎｓ少 １~ ３ 个ꎬ且其他参数与

刀具一致的渐开线斜齿圆柱齿轮与面齿轮啮合ꎬ实现点接

触传动ꎮ 因齿面参数相同ꎬ故斜齿轮齿面方程与刀具相类

似ꎬ其齿面方程用 ｒ１(θ１ꎬγ１)表示ꎮ
啮合传动时ꎬ两轮齿面连续相切ꎬ则在固定坐标系中ꎬ

两轮齿面接触点具有相同的坐标和法向量ꎬ即:
ｒ１ｃ１ (θ１ꎬγ１ꎬφ１)＝ ｒ１ｃｆ (θｓꎬγｓꎬφｓꎬφｆ')

ｎ１ｃ１ (θ１ꎬγ１)＝ ｎ１ｃｆ (θｓꎬγｓꎬφｓꎬφｆ')
ｆ(θｓꎬγｓꎬφｓ)＝ ０

ì

î

í

ïï

ïï

(７)

式中:ｒ１ｃ１ (θ１ꎬγ１ꎬφ１)和 ｒ１ｃｆ (θｓꎬγｓꎬφｓꎬφｆ')为斜齿轮和面齿

轮齿面点在斜齿轮固定坐标系中的坐标ꎻｎ１ｃ１ ( θ１ꎬγ１ )和
ｎ１ｃｆ (θｓꎬγｓꎬφｓꎬφｆ')为斜齿轮和面齿轮齿面点的法向量在斜

齿轮固定坐标系中的表示ꎮ
依据上述理论分析ꎬ利用 ｍａｔｌａｂ 编写程序ꎬ实现斜齿

面齿轮齿面及接触轨迹的可视化ꎬ如图 ３ꎮ
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图 ３　 斜齿面齿轮齿面及接触轨迹
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２　 斜齿面齿轮齿面接触问题计算理论

２.１　 面齿轮弹性接触问题的基本理论

如图 ４ꎬ两轮初始接触于Ｍ 点ꎬ在力 Ｆ 作用下ꎬＭ 点处

产生弹性变形ꎬ形成接触区域Ⅰꎮ 圆柱齿轮和面齿轮齿面

上的点 Ｏ１ｉ 和 Ｏｆ
ｉ 从相距 ｈｉ变为相互接触ꎬ且接触后分别产

生 ω１ｉ 和 ωｆ
ｉ 的弹性变形量ꎻδ１和 δｆ表示圆柱齿轮和面齿轮

啮合齿对的轮齿接近量ꎮ
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图 ４　 斜齿面齿轮接触情况

取区域Ⅱ包含实际接触区域Ⅰꎬ区域Ⅱ上各点的弹性

力为 Ｐｉꎬ区域Ⅱ上点是否在实际接触区域Ⅰ上的判别条

件为:
１) 在接触区域Ⅰ:

ｐｉ>０

ω１ｉ ＋ωｆ
ｉ＋ｈｉ ＝ δ

(８)

２) 不在接触区域Ⅰ:
ｐｉ ＝ ０

ω１ｉ ＋ωｆ
ｉ＋ｈｉ>δ

(９)

式中:δ 为两轮齿的整体接近量ꎬδ＝ δ１＋δｆꎮ
各点的接触弹性变形可表示为:

ωｉ ＝ａｉｐｉ (１０)
式中 ａｉ表示各点的齿面柔度系数ꎮ

设区域Ⅱ上共有 Ｎ 个节点ꎬ则各点弹性力之和为 Ｆꎬ
即

∑
Ｎ

ｉ
ｐｉ ＝ Ｆ (１１)

由式(８)－式(１１)可得到区域Ⅱ上各节点的初始距离
ｈｉ、节点力 ｐｉ、弹性变形 ωｉ和轮齿的整体接近量 δ 满足:

(ａ１１１＋ａｆ
１１)ｐ１＋＋(ａ１１ｎ＋ａｆ

１ｎ)ｐｎ＋ｈ１ ＝ δ

(ａ１２１＋ａｆ
２１)ｐ１＋＋(ａ１２ｎ＋ａｆ

２ｎ)ｐｎ＋ｈ２ ＝ δ
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
(ａ１ｎ１＋ａｆ

ｎ１)ｐ１＋＋(ａ１ｎｎ＋ａｆ
ｎｎ)ｐｎ＋ｈｎ ＝ δ

ｐ１＋＋ｐｎ ＝Ｆ

(１２)

式中 ａ１ｉｊ、ａｆ
ｉｊ分别为斜齿轮、面齿轮齿面节点的柔度系数ꎮ

记区域Ⅱ上斜齿轮和面齿轮齿面上各节点的柔度系

数之和为一 Ｎ×Ｎ 阶矩阵 Ａ

Ａ＝

ａ１１１＋ａｆ
１１ ａ１１２＋ａｆ

１２  ａ１１ｎ＋ａｆ
１ｎ

ａ１２１＋ａｆ
２１ ａ１２２＋ａｆ

２２  ａ１２ｎ＋ａｆ
２ｎ

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
ａ１ｎ１＋ａｆ

ｎ１ ａ１ｎ２＋ａｆ
ｎ２  ａ１ｎｎ＋ａｆ

ｎｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(１３)

则式(１２)可改写为:
Ａ －Ｉｎ×１
Ｉ１×ｎ ０

é

ë
êê

ù

û
úú

Ｐ
δ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

－Ｈ
Ｆ

é

ë
êê

ù

û
úú (１４)

式中:Ｐ＝[Ｐ１ꎬＰ２ꎬꎬＰｎ] ＴꎬＨ ＝ [ｈ１ꎬｈ２ꎬꎬｈｎ] Ｔ为 Ｎ×１ 阶

列向量ꎮ

２.２　 两齿面对应节点间初始距离 ｈｉ的求解

记初始接触点 Ｍ 坐标为( ｘｍꎬｙｍꎬ ｚｍ )ꎬ法向量 ｎｍ ＝

(ｎｍ
ｘ ꎬｎｍ

ｙ ꎬｎｍ
ｚ )ꎮ 取面齿轮齿面上点 Ｏｆ

ｉꎬ坐标为(ｘｆｑꎬｙｆｑꎬｚｆｑ)ꎬ
则斜齿轮齿面对应点 Ｏ１ｉ 坐标( ｘ１ｑꎬｙ１ｑꎬｚ１ｑ )的求解过程如

下:
过 Ｏｆ

ｉ 点作平行于法向量 ｎｍ 的直线 ｌｑꎬｌｑ上任意点的

坐标可表示为

ｒｔ ＝( ｔｎｍ
ｘ ＋ｘｆｑꎬｔｎｍ

ｙ ＋ｙｆｑꎬｔｎｍ
ｚ ＋ｚｆｑ) (１５)

式中:ｔ 为坐标参数ꎬ其值为任意实数ꎮ
直线 ｌｑ与斜齿轮齿面交点即为所求的点 Ｏ１ｉ ꎬ即:

ｔｎｍ
ｘ ＋ｘｆｑ ＝ ｘ１ｑ(θ１ꎬγ１)

ｔｎｍ
ｙ ＋ｙｆｑ ＝ ｙ１ｑ(θ１ꎬγ１)

ｔｎｍ
ｚ ＋ｚｆｑ ＝ ｚ１ｑ(θ１ꎬγ１)

ì

î

í

ïï

ïï

(１６)

解上式即可获得 Ｏ１ｉ 的坐标值ꎬ进而求出两点间距离

ｈｉꎮ 依此类推ꎬ可求得区域Ⅱ上 Ｎ 对节点间的初始距离列

向量 Ｈ＝[ｈ１ꎬｈ２ꎬꎬｈｎ]ꎮ

３　 齿面载荷分布的线性规划算法

３.１　 面齿轮弹性接触问题的数学模型

将变形协调条件式(８)和式(９)改写为

－(ω１ｉ ＋ωｆ
ｉ)＋δ≤ｈｉ (１７)

引入松弛变量 Ｙｉ(Ｙｉ≥０)ꎬ则上式可写为

－(ω１ｉ ＋ωｆ
ｉ)＋δ＋Ｙｉ ＝ｈｉ (１８)

式中 Ｙｉ代表加载后点 Ｏｆ
ｉ 和 Ｏ１ｉ 之间的距离ꎮ 则接触条件

可写为:

若Ｙｉ>０ 则Ｐｉ ＝ ０ (未接触)

若Ｙｉ ＝ ０ 则Ｐｉ≥０ (已接触)

ì

î

í
ïï

ïï
(１９)

将式(１８)代入式(１４)可获得斜齿面齿轮齿面弹性接

触问题的数学模型:
－ Ａ[ ] Ｐ{ } ＋δ ｅ{ } ＋ Ｉ[ ] Ｙ{ } ＝ Ｈ{ }

ｅ{ } Ｔ Ｐ{ } ＝Ｆ{ (２０)

式中:{ ｅ}为 Ｎ×１ 阶单位向量ꎻ[ Ｉ]为 Ｎ×Ｎ 阶单位矩阵ꎻ
Ｐ＝[Ｐ１ꎬＰ２ꎬꎬＰｎ] Ｔ、Ｈ ＝ [ｈ１ꎬｈ２ꎬꎬｈｎ] Ｔ为 Ｎ×１ 阶列向

量ꎮ
该模型中需求解的未知量为(ＰꎬδꎬＹ)ꎬＰｉ≥０ꎬδ ≥０ꎬ

Ｙｉ≥０ꎬ且各未知量均需满足接触条件式(１９)ꎮ

３.２　 改进的单纯形法计算齿面载荷

参照线性规划的一般形式ꎬ将斜齿面齿轮的弹性接触

问题改写为:
在约束条件:

９１
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－ Ａ[ ] Ｐ{ } ＋δ ｅ{ } ＋ Ｉ[ ] Ｙ{ } ＋ Ｉ[ ] Ｚ{ } ＝ Ｈ{ }

ｅ{ } Ｔ Ｐ{ } ＋Ｚｎ＋１ ＝Ｆ

Ｐｉ≥０ꎬδ≥０ꎬＹｉ≥０ꎬＺｉ≥０

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２１)

下ꎬ求目标函数

Ｚ０ ＝ ∑
ｎ＋１

ｉ ＝ １
Ｚｉ (２２)

的最小值ꎮ
式中:Ｚｉ为人工变量ꎬ其值非负ꎮ

该问题不同于一般线性规划问题之处在于其附加有

接触条件式(１９)ꎬ将该问题表示如表 １所示ꎮ

表 １　 面齿轮弹性接触问题的线性规划表示

Ｐ１ Ｐ２  Ｐｎ δ Ｙ１ Ｙ２  Ｙｎ Ｚ１ Ｚ２  Ｚｎ Ｚｎ＋１

－ Ａ１１ － Ａ１２  － Ａ１ｎ １ １ ０  ０ １ ０  ０ ０ ｈ１
－ Ａ２１ － Ａ２２  － Ａ２ｎ １ ０ １  ０ ０ １  ０ ０ ｈ２
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ０ ０ ⋮

－ Ａｎ１ － Ａｎ２  － Ａｎｎ １ ０ ０  １ ０ ０  １ ０ ｈｎ

１ １  １ ０ ０ ０  ０ ０ ０  ０ １ Ｆ
０ ０  ０ ０ ０ ０  ０ １ １  １ １ ｚ０

　 　 表 １第一行元素为待求的各未知量ꎬ往后每行代表一

个约束条件ꎬ共有 Ｎ＋２个约束条件ꎬ最右边一列的值为等

式约束式(２１)的右边常数项ꎮ

将表 １的第 Ｎ＋２约束行元素减去前 Ｎ＋１约束行元素

之和ꎬ并将结果放置于原第 Ｎ＋２约束行ꎬ获得改进后的形

式如表 ２所示ꎮ
表 ２　 面齿轮弹性接触问题的改进线性规划表示

Ｐ１ Ｐ２  Ｐｎ δ Ｙ１ Ｙ２  Ｙｎ Ｚ１ Ｚ２  Ｚｎ

－ Ａ１１ － Ａ１２  － Ａ１ｎ １ １ ０  ０ １ ０  ０ ｈ１
－ Ａ２１ － Ａ２２  － Ａ２ｎ １ ０ １  ０ ０ １  ０ ｈ２
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ０ ⋮

－ Ａｎ１ － Ａｎ２  － Ａｎｎ １ ０ ０  １ ０ ０  １ ｈｎ

１ １  １ ０ ０ ０  ０ ０ ０  ０ Ｆ
ｄ１ ｄ２  ｄｎ ｄｎ＋１ ｄｎ＋２ ｄｎ＋３  ｄ２ｎ＋１ ０ ０  ０ Ｚｄ

　 　 表 ２中ꎬｄｉ、Ｚｄ 可分别表示为:

ｄｉ ＝

－ １ ＋∑
ｎ

ｊ
Ａｊｉ 　 ｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ

－ ｎ　 　 　 ｉ ＝ ｎ ＋ １
－ １　 　 　 ｉ ＝ ｎ ＋ ２ꎬｎ ＋ ３ꎬꎬ２ｎ ＋ １

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２３)

Ｚｄ ＝ Ｚ０ － Ｆ －∑
ｎ

ｉ
ｈｉ

由表 ２可知ꎬＺｉ的系数矩阵为一单位阵ꎬ故令 Ｚｉ为基变

量ꎬ令(ＰꎬδꎬＹ)为非基变量ꎬ取值为 ０ꎬ得初始基本可行解ꎮ
因未知量数远大于方程数ꎬ故有多组基本可行解ꎬ但仅有一

组为所需解ꎮ 由线性规划的求解过程可知ꎬ得到一组基本

可行解后ꎬ需不停地进行转轴运算ꎬ使各变量不断进入或退

出基变量ꎬ找出一组使目标函数取最小值的可行解ꎮ
任何一个非基变量 ｘｓ增加一正增量 Δｘｓꎬ将使目标函

数变化为 Ｚｄ＋ｄｓΔｘｓꎬ为使目标函数减小最快ꎬ应使 ｄｓ为 ｄｉ

中的最小负值ꎮ 找出变量 ｘｓ所在列的所有正系数 ａｉｓꎬ其
对应最右边的常数项为 ｂｉꎬ作比值 ｂｉ / ａｉｓꎬ找出所有比值的

最小者ꎮ 假设在 ｒ 行ꎬ则以 ｒ 行 ｓ 列元素为转轴元素进行

转轴运算ꎮ 此时ꎬ原非基变量 ｘｓ进入基本可行解ꎬ而相应

的 Ｚｒ则退出基本可行解ꎮ
用该方法求解斜齿面齿轮的齿面接触问题时ꎬ有附加

接触条件式(１９)ꎬ故对进入基本可行解的变量有限制条

件ꎮ 假设某次进入基本可行解的变量选为 Ｐｓꎬ则需检查

与之对应的 Ｙｓ是否为基变量ꎮ 若否ꎬＰｓ可自由进入基本可

行解ꎻ若是ꎬＰｓ进入后 Ｙｓ退出ꎬ则此次 Ｐｓ仍可进入ꎬ否则找

出 ｄｉ中除 ｄｓ以外的最小负值所在列的变量进入基本可行

解ꎻ同理ꎬ若某次进入基本可行解的变量选为 Ｙｓꎬ则应对

相应的 Ｐｓ进行检查ꎮ
重复上述运算过程ꎬ直至得到满足接触条件的基本可

行解ꎮ 实际计算表明ꎬ在 ２×(Ｎ＋１)个循环内便可以得到

唯一可行解ꎮ

３.３　 齿轮副综合啮合刚度的求解

斜齿面齿轮的齿厚在齿宽方向上不断变化ꎬ故目前还

未见斜齿面齿轮副啮合刚度的解析求解法ꎮ 基于以上求

解ꎬ可获得接触区域上各节点的载荷和变形ꎬ从而求得单

对齿啮合刚度:

ｋｎ ＝
Ｆ
δｕ

(２４)

式中 δｕ为单对轮齿的综合弹性变形ꎮ
本文中ꎬδｕ定义为整片接触区域上所有对应节点间弹

性变形的平均值ꎬ即

δ ｕ ＝
∑
ｍ

ｉ ＝ １
(ω１ｉ ＋ ω ｆ

ｉ)

ｍ
(２５)

式中 ｍ 为实际接触的节点个数ꎮ
多对齿接触时ꎬ各接触齿对间可看作是并联弹簧ꎬ故

将同时啮合轮齿的单对齿啮合刚度进行分段叠加ꎬ即可得

０２
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啮合副的综合啮合刚度 Ｋｍ:

Ｋｍ ＝ ∑
ｓ

ｉ
Ｋｎｉ (２６)

式中 ｓ 为同时啮合的轮齿对数ꎮ

３.４　 实例计算

斜齿轮的法面模数ｍｎ ＝４ꎬ齿数Ｎ１ ＝２７ꎬ压力角 α＝２２.５°ꎬ
螺旋角 β＝１０°ꎬ刀具齿数 Ｎｓ ＝２８ꎬ面齿轮齿数 Ｎｆ ＝１３１ꎮ

１) 初始距离 ｈｉ

图 ５所示为接触点附近两齿面对应点间的初始距离图ꎮ
由图可知ꎬ斜齿面齿轮内径靠近齿根和外径靠近齿顶处ꎬ两
齿面上对应点间的初始距离较大ꎬ而在接触点附近ꎬ两齿面

上对应点间初始距离较小ꎬ该趋势与两齿面形状吻合ꎮ
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图 ５　 接触区域对应点间初始距离

２) 接触区域载荷分布

图 ６所示为斜齿面齿轮齿面接触区域上的载荷分布ꎬ
该接触区域上最大载荷出现在初始接触点(椭圆中心)
处ꎬ接触区域的载荷在空间内呈半椭球体分布ꎬ这与 Ｈｅｒｔｚ
接触理论是吻合的ꎮ
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图 ６　 接触变形区域载荷分布

３) 啮合刚度

根据式(２２)和式(２３)求得单对齿从啮入到啮出过程

中ꎬ啮合刚度计算值及傅里叶拟合曲线如图 ７ꎮ
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图 ７　 单齿啮合刚度曲线

将单对齿啮合刚度曲线向左、右移动角度 Δφ 可得临

近齿对的单齿啮合刚度曲线如图 ８ꎮ Δφ 为斜齿圆柱齿轮

转过一个周期的转角与重合度的比值ꎮ
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图 ８　 各啮合齿对的啮合刚度

将各单齿对的啮合刚度按式(２４)进行分段叠加ꎬ得
综合啮合刚度ꎬ如图 ９ꎮ
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图 ９　 综合啮合刚度

４) 最大接触应力计算结果与验证

采用本文方法和 Ｈｅｒｔｚ 理论法分别计算单对齿啮合

时接触区域的最大接触应力ꎬ结果如图 １０所示ꎮ 其中ꎬ施
加的载荷 Ｆ ＝ ２ ５００ Ｎꎮ 由图可知ꎬ啮合过程中ꎬ两种方法

所得接触应力的最大误差为 ７.８７％ꎬ最小误差接近 ０ꎮ
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图 １０　 斜齿面齿轮齿面最大接触应力

４　 结语

本文主要做了如下工作:
１)通过包络理论和齿轮啮合原理推导了斜齿面齿轮

的齿面方程ꎬ并基于 ｍａｔｌａｂ 实现其齿面及接触轨迹的可

视化ꎮ
(下转第 ６３页)
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图 ６　 工作流程图

解决了自行车停放杂乱无章、占地面积大、影响通行的问

题ꎬ可为大多数城市小区内自行车的管理提供一种可参考

的解决方案ꎮ
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　 　 ２)建立适合斜齿面齿轮接触问题的线性规划模型ꎬ
对单纯形算法加以改进ꎬ求得齿面载荷分布和各接触位置

的弹性变形ꎬ给出了基于有限元和线性规划求解斜齿面齿

轮副啮合刚度的方法ꎮ
３) 通过与传统的 Ｈｅｒｔｚ 接触理论计算出的接触应力

进行对比ꎬ得到的误差均在 ８％以内ꎬ证明了本文方法的

有效性ꎮ
本文为斜齿面齿轮齿面接触问题提出了一种行之有

效的计算方法ꎬ给出了一种计算斜齿面齿轮副啮合刚度的

途径ꎬ为斜齿面齿轮传动中接触强度的分析提供了一定的

理论基础ꎮ
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