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摘　 要:利用四元数描述刚体的有限转动ꎬ得到刚体的有限转动状态方程ꎮ 以四元数分量表示

刚体的方位偏差ꎬ建立刚体定位控制运动学模型ꎬ以系统具有全局渐进稳定的特性导出定位过

程的控制量与方位偏差的通用函数形式ꎮ 在状态空间利用状态方程解的单调性和有界性分析

了状态方程的解轨线在状态不动点邻域的变化趋势ꎬ给出了刚体趋近并稳定到目标姿态的条

件ꎮ 为实现定位过程的快速性ꎬ提出定位路径最短的最优控制方法ꎬ利用性能泛函的变分和极

值条件ꎬ导出最优控制的状态方程及其边界条件ꎬ从而将刚体最优控制归结为微分方程两点边

值问题ꎮ
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０　 引言

四元数代数理论是表示有限转动的最简明方法ꎬ因而

四元数在刚体定点转动和球面机构的运动学、动力学及其

控制问题的研究中得到了广泛的应用ꎮ ＫＩＵＭＡＲＳＩ Ｂ[１]针

对存在输入约束的确定性非线性离散时间跟踪控制问题ꎬ
提出了一种部分无模型自适应最优控制方法ꎮ ＸＩＡＯ Ｇ[２]

构造了由误差系统动力学和期望轨迹动力学组成的增广

系统ꎬ研究了一类完全未知动态仿射非线性连续时间系统

的最优跟踪控制问题ꎮ ＫＯＮＧ Ｘｉａｎｗｅｎ[３]以四元数代数和

几何分析方法给出了欧拉参数表示的并联机构运动学方

程及可操作模式ꎮ 赵金刚[４] 针对运动规划的非完整性问

题ꎬ引入效用函数ꎬ实现了非完整运动规划的最优控制ꎮ
彭海军[５] 利用多体动力学建立系统的动力学方程ꎬ通过

引入对目标轨迹跟踪及瞬时最优性能指标ꎬ获得最优控制

量ꎮ 屈秋霞[６]针对非线性连续系统难以跟踪时变轨迹的

问题ꎬ通过系统变换将其转化为非线性时不变系统的最优

控制问题ꎮ 贾意弦[７] 采用四元数描述刚体姿态运动ꎬ避
免了欧拉角存在的奇异性ꎮ 史革盟[８] 用四元数表示构件

的有限转动ꎬ得到四元数形式的运动方程ꎮ 李保坤[９] 以

单位四元数描述刚体的姿态ꎬ导出 Ｓｔｅｗａｒｔ 机构处于给定

位置时的姿态奇异表达式ꎮ 程世利[１０]采用四元数表示旋

转变换ꎬ得到并联机构四元数形式的基本方程和奇异方

程ꎮ 本文将四元数代数理论用于刚体的姿态定位控制ꎬ通
过不动点稳定性分析得到解轨线在状态空间的变化趋势

及收敛域ꎬ建立大范围渐近稳定控制的条件ꎬ从微分几何

的角度ꎬ分析刚体定位过程解轨线的几何约束ꎬ构造最短

路径控制的目标泛函ꎬ实现了刚体的快速定位ꎮ

１　 刚体有限转动运动学方程

根据刚体无限小旋转变换[１１] ꎬ得式(１):

􀅰８９１􀅰
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ｄΛ＝ １＋ξ Δθ
２

＝ １＋ １
２
ωｄｔ (１)

式中: ξ 为四元数 Λ 矢量方向的单位矢量ꎻΔθ、ω 分别为

刚体的无限小转角和角速度ꎮ
取参考坐标系 Ｉꎬ并在刚体上固连动坐标系 Ｅꎬ设在微

小时间间隔 Δｔ 内ꎬ动坐标系从 Ｅ( ｔ)变换到位置 Ｅ( ｔ＋Δｔ)ꎬ
从坐标系 Ｉ 到 Ｅ( ｔ＋Δｔ)的变换可以看成是由 Ｉ 到 Ｅ( ｔ)ꎬ再
从 Ｅ( ｔ) 到 Ｅ ( ｔ ＋ Δｔ)ꎬ与其相应的四元数为 Λ ( ｔ) 和

Λ( ｔ＋Δｔ)ꎬ两次转动的合成四元数 Λ ｔ＋Δｔ( ) ＝Λ ｔ( ) 􀅰ｄΛ＝

Λ ｔ( ) ＋ １
２
Λ ｔ( ) 􀅰ωｄｔ

由上式可得刚体有限转动运动方程:
ｄΛ
ｄｔ

＝Λ ｔ＋Δｔ( ) －Λ ｔ( )

ｄｔ
＝ １

２
Λ ｔ( ) 􀅰ω ｔ( ) (２)

按四元数乘积展开上式ꎬ得到四元数分量形式的一阶

线性微分方程组:

λ
􀅰

ｔ( ) ＝

λ
􀅰

０

λ
􀅰

１

λ
􀅰

２

λ
􀅰

３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝ １
２

－ω１λ１－ω２λ２－ω３λ３

ω１λ０＋ω３λ２－ω２λ３

ω２λ０＋ω１λ３－ω３λ１

ω３λ０＋ω２λ１－ω１λ２

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝

１
２

－λ１ －λ２ －λ３

λ０ －λ３ λ２

λ３ λ０ －λ１

－λ２ λ１ λ０

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

ω１

ω２

ω３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
􀰛ｆ λꎬωꎬｔ[ ] (３)

２　 空间定位问题的运动学稳定控制

２.１　 运动学渐近稳定控制的条件

空间定位问题就是改变刚体的角速度 ωＥꎬ使得与其

固连的坐标系 Ｅ 与参考坐标系 Ｉ 方向一致ꎮ
ｌｉｍ
ｔ→∞

λ０ ＝ ±１⇔ｌｉｍ
ｔ→∞

λｉ ＝ ０ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ (４)

为了满足式(４)给出的快速定位条件ꎬ就要求式(３)
中的后 ３ 个关于 λｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)的微分方程具有李雅普诺

夫意义下全局渐近稳定的动态特性ꎮ 取李雅普诺夫函数

Ｖ λꎬｔ( ) ＝λＴλ＝λ２
１＋λ２

２＋λ２
３

对时间 ｔ 求导ꎬ并代入式(３)中的关系

Ｖ
􀅰

λꎬｔ( ) ＝ ２λＴλ
􀅰
＝λ０ λ１ω１＋λ２ω２＋λ３ω３( ) (５)

为了使得 Ｖ
􀅰

λꎬｔ( ) 为负定函数ꎬ角速度分量取成如下

形式

ωｉ ＝ －ｋｉλ０λｉ 　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ (６)
式中 ｋｉ为角速度修正系数ꎮ 当 ｋｉ>０ 时ꎬ

Ｖ
􀅰

λꎬｔ( ) ＝ －λ２
０ ｋ１λ２

１＋ｋ２λ２
２＋ｋ３λ２

３( ) <０ (７)
符合全局渐近稳定条件ꎬ式(３)后 ３ 个状态方程能从任意

初始状态收敛到原点ꎮ

２.２　 状态空间不动点稳定性分析

将式(６)代入式(３)可得状态方程:
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它是一阶非线性微分方程组ꎮ 在状态空间所有状态

变量对时间导数全都等于 ０ 的状态 λ
􀅰

ｉ ＝ ０ꎬｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３ꎬ表
现为状态空间上位置固定的不动点ꎮ 对式(８)有 ２ 类不

动点ꎬ第 １ 类是当 λ０ ＝ ０ꎬ形如[０ꎬλ１ꎬλ２ꎬλ３] Ｔꎬ∑λ２
ｉ ＝ １

的点都是状态方程的不动点ꎬ随着 λｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３)取值的不

同ꎬ这类不动点有无数个ꎮ 第 ２ 类是当 λ０≠０ꎬ可直接得

到 ２ 个不动点 ±１ꎬ０ꎬ０ꎬ０[ ] Ｔꎮ
根据非线性微分方程理论ꎬ状态方程解分量 λｉ( ｔ)ꎬ

( ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３)都是时间的单调增函数或单调减函数ꎬ由于

四元数 Λ 范数恒等于 １ꎬ其分量函数 λｉ( ｔ)为有界函数ꎬ
λｉ ｔ( ) ≤１ꎬ因而从任意初始状态出发的解轨线都将趋

近并终止于某个不动点ꎮ
１) ｋｉ>０ꎬ∀ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３

当 ｋｉ>０ 时ꎬ式(８)λ
􀅰

０ 与 λ０具有相同的符号ꎬ而不会改

变ꎬλ０( ｔ)的绝对值随着时间 ｔ 增大而增大ꎬ考虑到各分量

单调且有界ꎬ所以有

ｌｉｎ
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１ λ０ ０( ) >０
－１ λ０ ０( ) <０{ ⇒ｌｉｍ

ｔ→∞
λｉ ＝ ０ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ (９)

状态方程的解轨线都将趋近并稳定到第 ２ 类不动点

[１ꎬ０ꎬ０ꎬ０] Ｔ或[－１ꎬ０ꎬ０ꎬ０] Ｔꎮ
２) ｋｉ<０ꎬ∀ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３

当 ｋｉ<０ 时ꎬλ
􀅰

０ 与 λ０符号始终相反ꎬ︱λ０( ｔ)︱随着时

间 ｔ 增大而减小ꎬ所以

ｌｉｍ
ｔ→∞

λ０ ｔ( ) ＝ ０⇒ｌｉｍ
ｔ→∞

λ２
１＋λ２

２＋λ２
３( ) ＝ １ (１０)

状态方程的解轨线都将趋近并稳定到第 １ 类不动点

[０ꎬλ１ꎬλ２ꎬλ３] Ｔꎮ

３　 刚体定位问题最短路径控制

在如上渐进控制中ꎬ收敛速度取决于修正系数 ｋｉ的取

值大小ꎬ这会导致定位过程仅是一种可达路径并非最短路

径ꎮ 将状态方程的解轨线看作状态空间的参数曲线

ｒ ｔ( ) ＝ λ０ ｔ( ) ꎬλ３ ｔ( ) ꎬλ３ ｔ( ) ꎬλ３ ｔ( )[ ] Ｔ (１１)
由于旋转变换四元数为规范化四元数ꎬ其分量始终满

足 λ２
０＋λ２

１ ＋λ２
２ ＋λ２

３ ＝ ｒ ｔ( ) ＝ １ꎬ它表示四维空间上的超球

面ꎬ所以定位过程即是状态方程从任意初始状态沿着上式

给定的超球面到达目标点[１ꎬ０ꎬ０ꎬ０] Ｔ 或[ －１ꎬ０ꎬ０ꎬ０] Ｔꎮ
状态轨线的切向量
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１ ｔ( ) ꎬλ
􀅰

２ ｔ( ) ꎬλ
􀅰

３ ｔ( )[ ] Ｔ (１２)
定位轨线最短路径即是沿超球面上过这两点所在的

大圆的劣弧到达目标点 Ｍꎮ 超球面上各点向径具有固定

长度:

􀅰９９１􀅰
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ｄ
ｄｔ ｒ ｔ( ) ２ ＝ ｄ

ｄｔ
ｒ２ ｔ( ) ＝ ２ｒ

􀅰
ｔ( ) Ｔ􀅰ｒ ｔ( ) ＝ ０

解轨线切向量始终与向径正交ꎮ 将式(３)的定位过程解

轨线弧长取为性能指标泛函

２Ｓ ＝ ∫ｔｆ
ｔ０

２λ
􀅰

Ｔ ｔ( ) ２λ
􀅰

ｔ( ) ｄｔ 􀰛 ∫ｔｆ
ｔ０
Ｌ λ ｔ( ) ꎬω ｔ( ) ꎬｔ[ ] ｄｔ

(１３)
式中 ｔ０、ｔｆ分别为初始和末态时刻ꎮ 末态时刻 ｔｆ不确定ꎬ末
态固定 λ ｔｆ( ) ＝ １ꎬ０ꎬ０ꎬ０[ ] ＴꎻＬ 为拉格朗日函数ꎮ

Ｌ λ ｔ( ) ꎬω ｔ( ) ꎬｔ[ ] ＝ ω２
１ ｔ( ) ＋ω２

２ ｔ( ) ＋ω２
３ ｔ( )

引入状态约束的拉格朗日乘子 η ｔ( ) ꎬ将被控系统状

态方程式(３)和性能指标泛函结合成辅助泛函

Ｊ ω ｔ( )[ ] ＝ ∫ｔｆ
ｔ０

Ｈ λ ｔ( ) ꎬω ｔ( ) ꎬｔ[ ] － ηＴ ｔ( ) λ
􀅰

ｔ( ){ } ｄｔ

式中 Ｈ 为哈密顿标量函数ꎮ
Ｈ[λ( ｔ)ꎬω( ｔ)ꎬηＴ( ｔ)ꎬｔ] ＝Ｌ[λ( ｔ)ꎬω( ｔ)ꎬｔ]＋

ηＴ( ｔ) ｆ[λꎬωꎬｔ]
将 Ｊ 对所有变量 ｔｆ、λ、ω、η 进行变分:
δＪ ＝ {Ｈ[λ( ｔ)ꎬω( ｔ)ꎬηＴ( ｔ)ꎬｔ]} ｔ ＝ ｆｆ

δｔｆ ＋

∫ｔ ｆ
ｔ ０

∂Ｈ
∂λ

＋ η
􀅰

Ｔ( )
Ｔ
δλ ｔ( ) ＋ ∂Ｈ

∂η
－ λ

􀅰
ｔ( )( )

Ｔ
δη ＋ ∂Ｈ

∂ωＴδω
é
ë
êê

ù
û
úú ｄｔ

根据泛函极值的必要条件 δＪ＝ ０ 可得:
１) 规范方程及边界条件

λ
􀅰

ｔ( ) ＝ ∂Ｈ
∂η ｔ( )

＝ ｆ λ ｔ( ) ꎬω ｔ( ) ꎬｔ[ ] ＝Ｆω (１４)

η
􀅰

ｔ( ) ＝ － ∂Ｈ
∂λ ｔ( )

＝ －∂Ｌ
∂λ

－∂ｆ
Ｔ

∂λ
η＝Ｆηω (１５)

λ ｔ０( ) ＝ λ０ ０( ) ꎬλ１ ０( ) ꎬλ２ ０( ) ꎬλ３ ０( )[ ]

λ ｔｆ( ) ＝ ｓｉｇｎλ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０[ ]
(１６)

２) 极值条件

∂Ｈ
∂ω ｔ( )

＝ ∂Ｌ
∂ω ｔ( )

＋ ∂ｆＴ

∂ω ｔ( )
η ｔ( ) ＝ １

ω
ω＋ＦＴη ｔ( ) ＝ ０

(１７)
从中求得控制量

ω ｔ( ) ＝ － ω ｔ( ) ＦＴη ｔ( ) (１８)
代入规范方程式(１４)和式(１５)得最短路径控制的状

态方程:

λ
􀅰

ｔ( ) ＝ － ω( ｔ) ＦＦＴη ｔ( ) (１９)

η
􀅰

ｔ( ) ＝ － ω( ｔ) ＦηＦＴη ｔ( ) (２０)
定位过程的弧长只与解轨线的路径有关ꎬ因而角速度

ω( ｔ) 可以取任意正实数ꎮ

４　 应用实例

假设初始时刻与刚体固连的动坐标系对参考坐标系

的偏差四元数

Λ( ｔ０)＝ [０.３６ꎬ－０.３０ꎬ０.４８ꎬ－０.７３] Ｔ

取角速度修正系数 ｋ１ ＝ ４.０ꎬｋ２ ＝ ６.０ꎬｋ３ ＝ ８.０ꎬ求解刚

体运动微分方程式(８)ꎬ得到偏差四元数的解轨线变化趋

势ꎬ如图 １ 所示ꎮ
偏差四元数的分量以近似于指数函数的速度趋近目
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图 １　 偏差四元数的解轨迹

标值ꎬ在控制作用 ２ ｓ 后ꎬ偏差缩小到 １０－６的范围之内ꎮ 为

了验证不动点的稳定性ꎬ 取状态空间某个半径 ０ <
ｒ( ｔ) <１超球面上的点作为初始偏差ꎬ求解刚体状态空间

方程式(８)的解轨线ꎬ给出了解轨线在 λ０ －λ１平面上的投

影ꎮ 当 ｋｉ>０ꎬ∀ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ对于所有初始偏差 λ０<０ 解轨线

都趋近并稳定到第 ２ 类不动点[ － １ꎬ０ꎬ０ꎬ０] Ｔꎬ对于所有

λ０>０解轨线都趋近并稳定到第 ２ 类不动点[１ꎬ０ꎬ０ꎬ０] Ｔꎬ
它们是稳定的不动点ꎬ如图 ２ 所示ꎮ 当 ｋｉ<０ꎬ ∀ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ
所有解轨线都趋近并稳定到第 １ 类不动点 [０ꎬλ１ꎬλ２ꎬ
λ３] Ｔꎬ如图 ３ 所示ꎮ
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图 ２　 状态空间稳定的第 ２ 类不动点
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对刚体按式(１９)和式(２０)的规范方程及其边界条件

式(１６)进行最优控制ꎬ得到偏差四元数的解轨线ꎬ如图 ４
所示ꎮ
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图 ４　 最优控制下偏差四元数的解轨线

５　 结语

１) 利用四元数分量表示纯转动刚体定位偏差ꎬ并作

为被控制量实现对刚体有限转动进行大范围渐进稳定的

控制ꎮ
２) 对状态方程不动点的稳定性分析ꎬ得到刚体定位

过程中状态方程的解轨线在不动点邻域的变化趋势ꎬ导出

刚体趋近并定位到目标姿态的收敛条件ꎮ 结果表明ꎬ定位

过程被控制量以指数函数的速度趋近目标值ꎮ
３) 结合刚体定位和姿态控制问题的一般特点ꎬ从微

分几何的角度ꎬ分析了定位过程解轨线满足的几何约束ꎬ
构造出量化最短路径控制的目标泛函ꎬ导出最优控制应该

满足的状态方程、边界条件和极值条件ꎬ进而将刚体定位

最优控制问题处理为一阶非线性微分方程的两点边值

问题ꎮ
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