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摘　 要:基于非线性薄板理论假设ꎬ建立了旋转运动柔性薄板在横向磁场环境下的振动方程ꎮ
应用 Ｍａｘｗｅｌｌ 电磁定律得出导电薄板的电磁本构关系ꎬ得到了 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力的表达公式ꎮ 在考虑

了薄板横向变形引起的轴向缩短基础上ꎬ使用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理推导出在磁场中旋转运动薄板的

变分方程ꎬ并使用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法对方程进行离散ꎬ研究了旋转运动、磁场强度以及薄板长宽比对

薄板振动的影响ꎮ
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０　 引言
在复杂物理场中的薄板振动分析可以指导很多实际

问题ꎮ 例如在热场、流场中做旋转运动的透平机械ꎬ其叶

轮的振动可以简化为旋转运动薄板的振动ꎮ 有大量的文

献涉及导电物体的磁弹性振动分析ꎬ其中不乏作轴向运动

薄板的磁弹性振动研究ꎬ亦有大量的学者研究了作旋转运

动梁、板的振动分析ꎮ 文献[１－ ９]分别对非线性振动特

性、动力失稳特性、振动位移响板临界失稳荷载的影响做

了深入研究ꎬ柔性薄板在磁场中的磁弹性振动分析已有丰

富资料ꎮ 作挥舞旋转运动的导电薄板的磁弹性分析尚不

多见ꎮ 导电材质的磁弹性分析有着现实的意义ꎮ
本文基于薄板理论ꎬ建立了旋转柔性薄板在横向磁场

环境下的振动运动方程ꎮ 应用 Ｍａｘｗｅｌｌ 电磁定律得出导

电薄板的电磁本构关系ꎬ使用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理推导出在磁

场中旋转运动薄板的动力学方程ꎬ并使用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法对方

程进行离散ꎬ进一步研究挥舞旋转运动和磁场协同作用下

薄板振动的特性ꎮ

１　 系统建模

１.１　 系统动能和势能

导电薄板在磁场中做旋转运动的模型ꎬ如图 １ 所示ꎮ

其中ꎬ惯性坐标系 Ｏｘｙｚꎬ 中 心 刚 体 的 附 体 坐 标 系 为

Ｏ１ｘ１ｙ１ ｚ１ꎬ柔性薄板的附体坐标系为Ｏ２ ｘ２ ｙ２ ｚ２ꎮ ｘ２轴、ｙ２轴

分别沿薄板的长、宽方向ꎮ 中心刚体的半径为 Ｒꎬ绕ｙ１轴

的转动惯量为 Ｊꎬ板长为 ａꎬ宽度为 ｂꎬ板厚为 ｈꎮ 弹性模量

为 Ｅꎬ泊松比为 μꎬ密度为 ρꎮ 薄板绕刚体中心轴线做旋转

运动的角位移是 θꎮ 建立动力学方程时不计重力ꎮ
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图 １　 系统模型示意图

薄板上任意一点Ｐ０( ｘꎬ０ꎬ０)变形后的位置是 Ｐꎬ其在

浮动坐标系Ｏ２ｘ２ｙ２ ｚ２下的变形矢量为 ｕ ＝ [ｕꎬｖꎬｗ] Ｔꎮ 在附

体坐标系 Ｏ２ ｘ２ ｙ２ ｚ２ 下的矢径为 Ｐ 点ꎬ在附体坐标系

Ｏ１ｘ１ｙ１ ｚ１下的矢径为

ｒ＝ Ｒ＋ｘ＋ｕ( ) ｉ＋ ｙ＋ｖ( ) ｊ＋(ｗ)ｋ (１)
Ｐ 点在惯性坐标系 Ｏｘｙｚ 下的矢径为
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ｒ 关于时间求导ꎬ得 Ｐ 点的速度矢量
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则系统的动能为
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根据薄板理论ꎬ薄板横向变形引起轴向的缩短ꎬ得:
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计算系统势能时ꎬ忽略面内拉伸引起的变形以及中面

变形ꎬ故系统势能仅是弯曲变形的应变能ꎬ即:

Ｕ ＝ １
２
Ｄ∫ｂ

０
∫ａ
０

∂２ｗ
∂ ｘ２

æ
è
ç

ö
ø
÷

２

＋ ∂２ｗ
∂ ｙ２

æ
è
ç

ö
ø
÷

２

＋é
ë
êê

２μ
∂２ｗ
∂ ｘ２

æ
è
ç

ö
ø
÷

∂２ｗ
∂ ｙ２

æ
è
ç

ö
ø
÷ ＋ ２ １ － μ( )

∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ( )

２
ù
û
úú ｄｘｄｙ (６)

式中薄板弯曲刚度 Ｄ＝ Ｅ ｈ３

１２(１－μ２)
ꎮ

１.２　 电磁力和电磁力矩

薄板内部的介质满足 Ｍａｘｗｅｌｌ 电磁本构关系:
Ｄ＝ε０Ｅꎻ
Ｂ＝μ０Ｈꎻ
Ｊ＝σ(Ｅ＋Ｖ×Ｂ)ꎻ
ｆ＝Ｊ×Ｂ

(７)

其中:Ｖ 是旋转运动薄板各点的速度矢量ꎻ磁感应矢量为

Ｂ(ＢｘꎬＢｙꎬＢｚ)ꎻ电位移矢量为 Ｄ(ＥｘꎬＥｙꎬＥｚ)ꎻ电场强度矢

量为 Ｅ(ＥｘꎬＥｙꎬＥｚ)ꎻ磁场强度矢量为 Ｈ(ＨｘꎬＨｙꎬＨｚ)ꎻ电流

密度矢量为 Ｊ(ＪｘꎬＪｙꎬＪｚ)ꎻε０为真空介电常数ꎻμ０为真空磁

导率ꎻσ 为电导率ꎻ忽略扰动电场 ｅꎮ
设导电薄板在横向磁场中运动ꎬ即磁感应强度矢量为

Ｂ(０ꎬ０ꎬＢｚ)ꎮ 此时单位面积所受电磁力和电磁力矩:
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外力虚功为:
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１.３　 动力学方程

将式(４)、式(６)、式(９)代入式(１０)ꎮ 根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
变分原理

∫ｔ １
ｔ０

δＴ － δＵ ＋ δＷ( ) ｄｔ ＝ ０ (１０)

其中ｔ０、ｔ１为任意两个固定时刻ꎮ
考虑到横向变形比较大ꎬ故仅考察薄板的横向振动ꎬ

则旋转运动薄板的磁弹性振动变分方程为:
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２　 振动分析

采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法离散ꎬ设横向振动的解为

ｗ(ｘꎬｙꎬｔ) ＝ ∑
Ｍ

ｍ ＝ １
∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｑｍｎ( ｔ) ψｍ(ｘ) φ ｎ ｙ( ) (１２)

将式(１２)带入变分方程式(１１)中ꎬ由于广义坐标是相互

独立的ꎬ故 δ ｑｉｊ的系数项分别为 ０ꎮ 则振动方程整理为
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其中广义坐标向量为:Ｑ ＝ { ｑ１１ꎬｑ１２ꎬꎬｑ１ＮꎬꎬｑＭ１ꎬｑＭ２ꎬ
ꎬｑＭＮ} Ｔꎮ 将系统的振动方程整理为

Ｍ Ｑ
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其中:广义质量矩阵
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广义坐标一次导的系数矩阵
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坐标的一次项系数矩阵
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广义坐标的零次项系数矩阵
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其中γｍ(ｘ) ＝ ∫ｘ
０
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３　 数值计算

磁感应强度为Ｂｚ ＝ ０.１ Ｔꎬ薄板挥舞运动角速度 Ω ＝
１０ ｒａｄｓ－１ꎬ时长为 ２ ｓꎬ薄板长为 ２ｍꎬ宽 ２ｍꎬ厚 ０.１ｍꎬ中
心刚体的半径 Ｒ ＝ ０.２ｍꎬ弹性模量为 ２０６ ＧＰａꎬ泊松比为
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０.３ꎬ密度为 ７ ８００ ｋｇｍ－３ꎬＭ ＝ ５ꎬＮ ＝ ５ꎮ 中心刚体运动角

速度为

θ

＝Ω ｔ

Ｔ
－ １
２πｓｉｎ

２πｔ
Ｔ( ) ꎬ　 ０≤ｔ≤Ｔ (１５)

式中:Ω 为稳态旋转角速度ꎻＴ 是旋转加速运动的时间ꎬ取
为 ２ ｓꎮ

图 ２ 是在磁场中作挥舞运动的薄板不同阶振动模态ꎮ
其中ꎬ图 ２(ａ)是 ｍ＝ １ꎬｎ＝ １ 阶振动模态ꎬ相比于其他阶振

动模态ꎬ其横向位移比较大ꎬ这说明(１ꎬ１)阶振动是实际

振动的主要成分ꎮ
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(d) m=5, n=2    
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图 ２　 １ ｓ 时振动模态

图 ３ 所示是不同时刻的横向变形位移图ꎬ可知作挥舞

运动薄板在远离旋转中心的边缘处变形量最大ꎬ需要关注

边缘处的疲劳强度ꎮ
当薄板绕 ｙ 轴挥舞运动的角速度幅值不变且为

２０ ｒａｄ / ｓ 时ꎬ横向磁感应强度的取值依次为[０ Ｔꎬ０. １ Ｔꎬ
０.２ Ｔꎬ０.３ Ｔꎬ０.４ Ｔ]时ꎬｘ＝ａ 时的最大变形如图 ４ 所示ꎮ 可

知ꎬ发生最大变形时ꎬ边缘的变形曲线都是关于中心对称
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 (b) t=1.0 s
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(c) t=1.5 s
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 (d) t=1.8 s
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图 ３　 不同时刻的横向变形位移

的ꎬ最大变形发生在坐标为 ２ꎬ０( ) 、(２ꎬ２)的角点处ꎮ 不同

的磁感应强度所对应的最大变形位移为 [１. ６９ × １０－１０ꎬ
４.２９×１０－９ꎬ１.７２×１０－８ꎬ３.８６×１０－８ꎬ６.８７×１０－８]ꎬ单位为 ｍꎮ
可知没有横行磁场时ꎬ变形量最小ꎮ 随着磁感应强度增

大ꎬ薄板的振动幅值变大ꎮ
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图 ４　 ｘ＝ａ 处的变形曲线(变形最大的时候)

当横向磁感应强度为定值 ０.１ Ｔ 时ꎬ薄板绕 ｙ 轴挥舞

运动的角速度幅值变化值取为[０ꎬ１０ꎬ２０ꎬ３０ꎬ５０]ꎬ单位为

ｒａｄｓ－１ꎬ不同的磁感应强度所对应的最大变形位移为

[０ꎬ４.２９×１０－９ꎬ１.２９×１０－８ꎬ２.１５×１０－８]ꎬ单位是 ｍꎮ 可知不

旋转时ꎬ薄板没有变形ꎮ 随着角速度增大ꎬ薄板的振动幅

值变大(图 ５)ꎮ
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图 ５　 转速和最大变形量的关系

薄板的长宽之比变化时ꎬ角速度幅值为 １０ ｒａｄ / ｓ 时ꎬ
横向磁感应强度取值 ０.１ Ｔꎬ长宽比ꎬ即 ｂ / ａ＝[０.１ꎬ０.２ꎬ０.５ꎬ

０.７ꎬ１.０]ꎮ 其最大变形如图 ６ 所示ꎮ 不同的长宽比所对

应的最大变形位移为[３.２８×１０－１３ꎬ５.２８×１０－１２ꎬ２.１８×１０－１０ꎬ
８.９５×１０－１０ꎬ４.２９×１０－９]ꎬ单位是 ｍꎮ 可知ꎬ随着长宽比增

大ꎬ薄板的最大振动幅值变大ꎮ
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图 ６　 板长和最大变形量的关系

４　 结语

利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理ꎬ建立了在磁场中运动的薄板

系统动力学方程ꎮ 研究了该系统的振动特性ꎮ 经过分析ꎬ
得出如下结论:１) 推导了横向磁场中旋转运动薄板的非

线性磁弹性振动方程ꎮ ２) 薄板的振动以 １ 阶振动为主ꎮ
３) 薄板的振动幅值随着外界横向磁感应强度的增大而增

大ꎬ随着旋转运动角速度的增大而增大ꎬ随着长宽比的增

大而增大ꎮ ４) 本文建立动力学方程的过程ꎬ可应用于其

他在磁场中作旋转运动的厚板、层合板等ꎮ
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