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摘　 要:提出了一种基于频响函数识别结构非线性模态参数的方法ꎬ利用线性的模态分析技

术ꎬ结合响应幅值线性化理论ꎬ通过步进正弦扫频测试激励非线性结构ꎬ得到结构在不同激励

水平下的频响函数信息ꎬ最终识别得到非线性模态参数:包括与位移幅值相关的固有频率、与
速度幅值相关的阻尼比ꎮ 通过单自由度非线性系统与线性系统的对比ꎬ验证该方法的可行性ꎮ
通过提取系统的非线性等效刚度、阻尼函数ꎬ与谐波平衡法的结果进行对比ꎬ验证该方法识别

的准确性ꎮ
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０　 引言

模态分析理论和参数识别方法是模态参数识别的重

要组成部分ꎮ 由于准确、可靠地识别出结构的非线性模态

参数难度较大ꎬ当前的模态分析和参数识别方法主要基于

线性模型[１－２] ꎬ对于系统中的非线性常常忽略或者作为不

确定性来处理ꎮ 然而大多数的非线性结构并不能完全忽

略其中的非线性ꎬ当作不确定性来处理也会带来很多误

差ꎮ 因此ꎬ建立一个准确、可靠的非线性模态参数识别方

法是十分重要的ꎮ
非线性模态测试方法(ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｏｄａｌ ｔｅｓｔｉｎｇꎬＮＬＭＴ)

的研究在近年来取得了一定进展ꎮ 臧朝平等[３－４] 提出了

分别用恒定位移幅值下的正弦激励识别非线性刚度参数

和恒定速度幅值下的正弦激励来识别非线性阻尼参数的

方法ꎮ ＣＡＲＲＥＬＬＡ 等[５]提出了从测量的频响函数识别和

量化工程结构中非线性的复频响函数法ꎮ
本文在文献[３－５]的基础上ꎬ提出在任意给定的速度

响应幅值处ꎬ阻尼为常数ꎬ即将阻尼比描述成与速度幅值

相关的参数ꎬ并引入加速度频响、速度频响、位移频响函数

之间的转化关系ꎬ利用位移频响函数识别出与位移幅值相

关的固有频率ꎬ利用速度频响函数识别出与速度幅值相关

的阻尼比ꎮ 通过非线性系统的仿真测试ꎬ验证该方法既能

够检测出系统的刚度非线性ꎬ也能检测出阻尼非线性ꎬ且
识别的非线性模态参数足够精确ꎮ

１　 结构非线性模态参数辨识方法

１.１　 非线性模态参数的线性等效

对于单自由度非线性系统ꎬ在受到简谐力的作用时ꎬ
运动微分方程为:

ｍｘ＋ｃｅｑ(Ｘ

) ｘ


＋ｋｅｑ(Ｘ)ｘ＝Ｆ０ｓｉｎ(ωｅ ｔ) (１)

通过步进正弦扫频信号激励后ꎬ可以将系统的位移频

响函数定义为:
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其中:Ａｒ 和 Ｂｒ 分别为模态常数的实部和虚部ꎻωｒ(Ｘ)为给

定位移幅值下的固有频率ꎻηｒ(Ｘ

)为给定速度幅值下的模

态损失因子ꎮ

１.２　 非线性模态固有频率识别

在任意给定的位移响应幅值处ꎬ存在一对点来定义相

同的位移频响函数ꎬ如图 １ 所示ꎮ 如果不能直接测量得到

位移幅值ꎬ可以通过位移频响函数乘以力来得到响应 ꎬ即
Ｘ(ω)＝ Ｈｄ×Ｆꎮ

X

�


�
�
�
�

ω1 ω2

图 １　 位移幅值线性化

在每个给定位移响应幅值下ꎬ可以通过一对对称的位

移 ＦＲＦ 点来定义位移频响函数的实部和虚部ꎮ
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由式(３)可以得到与位移响应幅值相关的固有频率:

ω２
ｒ(Ｘ)＝

(Ｒ２－Ｒ１)(Ｒ２ω２
２－Ｒ１ω２

１)＋( Ｉ２－Ｉ１)( Ｉ２ω２
２－Ｉ１ω２

１)
(Ｒ２－Ｒ１) ２＋( Ｉ２－Ｉ１) ２

(４)
通过截取位移响应峰值两端对称的位移频响函数点ꎬ

可以建立起固有频率与位移幅值、激励力幅值之间的对应

关系:
ωｒ ＝ ｆ(ＸꎬＦ) (５)

１.３　 非线性模态阻尼比识别

在任意给定的速度响应幅值处ꎬ同样存在一对点来定

义相同的速度频响函数ꎬ如图 ２ 所示ꎮ 如果不能直接测量

得到速度幅值ꎬ可以通过速度频响函数乘以力来得到响

应ꎬ即 Ｘ

(ω)＝ Ｈｖ×Ｆꎮ
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图 ２　 速度幅值线性化

在每个给定速度响应幅值下ꎬ可以通过一对对称的速

度 ＦＲＦ 点来定义速度频响函数的实部和虚部ꎮ
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由式(６)可以得到与速度幅值相关的模态损失因子:

ηｒ(Ｘ

)＝

( Ｉ２－Ｉ１)(Ｒ２ω２
２－Ｒ１ω２

１)－(Ｒ２－Ｒ１)( Ｉ２ω２
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ｒ (Ｒ２－Ｒ１) ２＋( Ｉ２－Ｉ１) ２[ ]

(７)
其中模态损失因子是模态阻尼比 ２ 倍的关系 ηｒ≈２ξꎮ

通过截取速度幅值两端对称的速度频响函数点ꎬ即可

以建立起阻尼比与速度幅值、激励力幅值之间的对应关

系:

ξ＝ ｆ(Ｘ

ꎬＦ) (８)

２　 非线性模态分析方法的仿真测试

为了验证非线性模态参数识别方法的准确性ꎬ将上述

的识别流程应用到数值仿真测试中ꎬ同时考虑了工程实际

中的不同非线性ꎬ包括刚度非线性和阻尼非线性ꎮ 单自由

度系统的线性部分:ｍ＝ １.５ ｋｇꎬｋ＝ ６ ０００ Ｎ / ｍꎬｃ＝ ０.８ Ｎｓ / ｍꎮ
非线性部分: 非线性弹性力 ｆｋ ＝ ｋｎｌ ｘ３ꎬ 其中 ｋｎｌ ＝ ７ ×

１０６ Ｎｍ－３ꎻ非线性阻尼力 ｆｃ ＝ ｃｎｌ ｘ


ｘ


ꎬｃｎｌ ＝ ８ Ｎｓ２ｍ－２ꎮ

２.１　 非线性与线性系统的仿真验证

将上述方法分别应用于线性和非线性系统(同时包

含刚度非线性项和阻尼非线性项)ꎬ对系统进行仿真分析

来验证该方法的有效性ꎮ 这里选用一个同时带立方刚度

和平方阻尼的非线性单自由度系统ꎬ来与线性系统(其中

ｋｎｌ ＝ ０ꎬｃｎｌ ＝ ０)进行对比ꎬ其他仿真取值都一样ꎬ非线性系

统的表达式如下:

ｍｘ＋ｃｘ

＋ｋｘ＋ｆｋ(Ｘ)＋ｆｃ(Ｘ


)＝ Ｆ０ｓｉｎ(ωｅ ｔ) (９)

在激励力幅值为 ０.２ Ｎ、０.４ Ｎ、１ Ｎ 时ꎬ线性系统与非线

性系统的位移响应如图 ３ 和图 ４ 所示ꎮ 随着激励力幅值

的增大ꎬ线性系统的位移响应峰值对应的频率不发生变

化ꎬ而非线性系统的位移响应峰值对应的频率发生了明显

的变化ꎬ即所谓的“频移”现象ꎬ这是非线性的表现ꎮ
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图 ３　 线性系统位移响应

对线性系统和非线性系统的位移频响函数进行分析ꎬ
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图 ４　 非线性系统位移响应

可以识别出非线性模态参数:与位移幅值相关的固有频

率ꎮ 如图 ５ 和图 ６ 所示ꎬ随着激励力幅值的增大ꎬ位移幅

值逐渐增大ꎬ线性系统的固有频率随着位移幅值的增大保

持不变ꎬ而非线性系统的固有频率随着位移幅值增大而增

大ꎮ 固有频率的变化反映出非线性系统包含的非线性刚

度因素ꎮ
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图 ５　 线性系统固有频率随位移幅值的变化
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图 ６　 非线性系统固有频率随位移幅值变化

对线性系统和非线性系统的速度频响函数进行分

析ꎬ可以识别出非线性模态参数与速度幅值相关的阻尼

比ꎮ 如图 ７ 和图 ８ 所示ꎬ随着激励力幅值的增大ꎬ速度幅

值逐渐增大ꎬ线性系统的阻尼比随着速度幅值的增大保

持不变ꎬ而非线性系统的阻尼比随速度幅值的增大而增

大ꎮ 阻尼比的变化反映出非线性系统中包含的非线性阻

尼因素ꎮ

２.２　 非线性刚度函数的提取

将谐波平衡法应用到运动方程

ｍｘ
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图 ７　 线性系统阻尼比随速度幅值的变化
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图 ８　 非线性系统阻尼比随速度幅值的变化

求得等效刚度的表达式:

ｋｅｑ ＝ ｋ＋
３
４
ｋｎｌＸ２ (１１)

式中 Ｘ 是响应的幅值ꎮ 通过式(３)可以发现等效刚度是

从一个恒定值(底层线性系统)开始ꎬ与位移幅值 ２ 次方

的关系开始增加ꎮ 通过上面非线性模态识别方法ꎬ基于仿

真分析得到位移频响函数ꎬ可以提取得到系统固有频率随

位移幅值的变化ꎬ求得非线性等效刚度的表达式:
ｋ′ｅｑ ＝ｍωｒ (Ｘ) ２ (１２)

如图 ９ 所示ꎬ在激励幅值为 １ Ｎ 时ꎬ通过非线性模态

参数识别方法(ＣＦＲＦ)提取的等效刚度函数与谐波平衡法

(ＨＢＭ)的对比ꎬ误差不超过 ０.５％ꎮ 因此ꎬ本方法能精确

地识别出非线性系统的刚度函数ꎮ
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图 ９　 仿真提取刚度函数与谐波平衡法的对比

２.３　 非线性阻尼函数的提取

类似地ꎬ将谐波平衡法应用到运动方程:

ｍｘ＋ｃｘ

＋ｋｘ＋ｃｎｌ ｘ


ｘ


＝Ｆ０ｓｉｎ(ｗｅ ｔ) (１３)
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电气与自动化 陈思宇ꎬ等陪伴型机器人陪伴功能的设计与实现

和游戏陪伴交互模式ꎬ让机器人成为物联网与长者的用户

接口ꎮ 通过实验验证ꎬ通过平板电脑上执行的 Ａｐｐꎬ用户

可以与机器人进行自然语言对话ꎬ查询信息、控制家电ꎻ机
器人可以在长者进行复健游戏时ꎬ陪伴长者ꎬ减轻长者孤

独感ꎬ所以设计此款陪伴型机器人具有重要的意义ꎬ并且

此款机器人结构简单ꎬ价格便宜ꎬ具有很大的市场前景ꎮ
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求得等效阻尼的表达式:

ｃｅｑ ＝ ｃ＋
８
３

ｃｎｌｗＸ
π

(１４)

稳态速度响应的幅值近似为:
Ｖ＝ωＸ (１５)

则有:

ｃｅｑ ＝ ｃ＋
８
３π

ｃｎｌＶ (１６)

通过上式可以发现等效阻尼与速度幅值呈线性的关

系ꎮ 通过上面非线性模态识别方法ꎬ基于仿真分析得到速

度频响函数ꎬ可以提取得到系统阻尼比随速度幅值的变

化ꎬ求得非线性等效阻尼的表达式:

ｃ′ｅｑ ＝ ２ｍωｒ(Ｘ)ξ(Ｘ

) (１７)

如图 １０ 所示ꎬ在激励幅值为 １ Ｎ 时ꎬ通过 ＣＦＲＦ 提取

的等效阻尼函数与 ＨＢＭ 的对比ꎬ误差不超过 １％ꎮ 因此ꎬ
本方法能准确地识别出非线性系统的阻尼函数ꎮ
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图 １０　 仿真提取阻尼函数与谐波平衡法的对比

３　 结语

本文提出了基于频响函数识别结构非线性模态参数

的方法ꎮ 主要得到以下结论:
１) 基于等效线性化理论ꎬ通过标准的模态试验ꎬ可以

识别和量化系统的非线性模态参数ꎬ具有重要的工程实用

价值ꎮ
２) 通过非线性系统与线性系统的仿真对比ꎬ验证该方

法既可以检测系统的刚度非线性ꎬ也可检测阻尼非线性ꎮ
３) 通过非线性模态参数提取的非线性等效刚度和阻

尼函数ꎬ与谐波平衡法的结果误差均在 １％以内ꎬ验证了

该方法识别非线性模态参数的精确性ꎮ
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