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摘　 要:提出将 ＲＡＴ 矩函数应用于三维结构模态振型数据去噪的方法ꎬ使用 ＲＡＴ 矩函数对结

构的振型数据进行矩变换ꎬ从振型数据中提取出包含所有振型信息的特征矩集ꎬ将幅值较小的

矩值作为噪声从特征矩集中剔除ꎬ再利用特征矩集重构振型图像ꎬ即能实现对振型数据去噪ꎮ
采用一个仿真的机匣结构ꎬ以正态分布的随机噪声模拟真实情况下的噪声ꎬ在不同噪声强度下

利用 ＲＡＴ 矩对振型数据去噪ꎬ来验证 ＲＡＴ 矩函数的去噪能力ꎮ 结果表明:ＲＡＴ 矩函数具有良

好的抗噪性ꎬ能大幅度减小噪声对模态振型的影响ꎮ
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０　 引言

矩函数数据去噪是最常用的形状特征提取方法ꎬ最初

矩函数主要应用在图像识别领域ꎮ 随着研究的深入ꎬ在结

构动力学领域矩函数也得到了广泛的应用ꎮ 图像处理中

最常用的矩函数为 ＴＥＡＧＵＥ Ｍ Ｒ[１] 提出的 Ｚｅｒｎｉｋｅ 矩和

Ｌｅｇｅｎｇｒｅ矩两个具有正交性的二维矩函数ꎬ可以解决几何

矩造成信息冗余的问题ꎮ 但由于上述矩函数为连续函数ꎬ
因此在计算时使用离散求和的方式ꎬ这样不可避免地带来

很大的计算误差ꎮ 随后 ＭＵＫＵＮＤＡＮ Ｒ[２] 提出了一个离

散的矩函数ꎬ即 Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ 矩函数ꎮ Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ 矩要优于

Ｚｅｒｎｉｋｅ 矩与 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 矩ꎮ 因为 Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ 矩是离散的正

交矩ꎬ不仅能够避免数据的冗余ꎬ还能消除连续积分离散

化带来的误差ꎮ
基于矩函数能够压缩振型数据并反映结构的振动信

息ꎬ王耀明[３]最早将 Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ 矩函数引用在动力学模型

确认中ꎬ并完成了对二维矩形、圆形结构的振型描述ꎮ 但

是二维矩函数在处理三维结构时只能使用投影等降维的

方式ꎬ这样不仅操作复杂ꎬ还会造成几何信息的缺失ꎮ 为

了解决这个问题ꎬ曾亚未等[４] 构建了三维的径轴向

Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩函数(ＲＡＴ 矩)ꎮ 但是由于 ＲＡＴ 矩函数是定

义在柱坐标下的矩函数ꎬ其只能够描述三维圆柱结构的模

态振型ꎮ
在工程中大多数航空发动机部件为变截面的曲面结

构ꎬ马健等[５] 采用径向坐标 ｒ 的多项式去拟合轴向坐标 ｚ
的方法ꎬ从而实现描述简单的三维曲面机匣的模态振型ꎬ
但该方法不具有通用性ꎮ 本文作者采用积分的思想ꎬ将曲

面机匣当作由若干圆柱机匣积累而成ꎬ并将振型数据插值

到一个圈数×点数×层数的像素空间内ꎮ 这样就可以使用

ＲＡＴ 矩函数直接描述三维曲面结构的模态振型[６] ꎮ
在工程实际中ꎬ如何保证测试数据的准确性一直都是

需要研究的问题ꎮ 在测试过程中会有很多因素影响测试

结果的准确性ꎬ最常见的是试验过程中噪声的影响ꎮ 若测

试过程中存在很大的噪声ꎬ会导致试验数据准确性降低ꎮ
基于 ＲＡＴ 矩函数对曲面结构的振型描述能力ꎬ进一步研

究了 ＲＡＴ 矩函数在去噪中的应用ꎮ 采用正态分布的随机

噪声模拟实际噪声影响ꎬ分析了不同噪声强度下 ＲＡＴ 矩

函数的去噪能力ꎬ对将矩函数应用到工程试验的去噪过程

有重要意义ꎮ
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１　 ＲＡＴ 矩函数的模态振型描述方法

１.１　 矩变换

在描述三维结构的模态振型时ꎬ将每个节点的位移看

作每个像素点的灰度值ꎬ将振型数据表示为 Ｉ( ｘꎬｙꎬｚ)ꎬ每
一个点(ｘꎬｙꎬｚ)对应一个位移值 Ｉ(ｘꎬｙꎬｚ)ꎮ 从而利用三维

矩函数能够实现对振型数据的矩变换ꎬ矩变换可表示为

ϑ ＝ Γ[ Ｉ(ｘꎬｙꎬｚ)] (１)
式中:Ｉ(ｘꎬｙꎬｚ)代表模态振型函数ꎻΓ [∗]表示对振型数

据进行矩变换的过程ꎬ该过程可具体表示为

ϑ ＝ ∫
Ω
ϑ(ｘꎬｙꎬｚ) Ｉ(ｘꎬｙꎬｚ)ｄｘｄｙｄｚ (２)

其中:ϑ( ｘꎬｙꎬｚ)表示三维矩函数ꎬ如本文使用的 Ｒａｄｉａｌ
Ａｘｉａｌ Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ 矩函 数ꎻ Ω 为 矩 函 数 自 变 量 的 取 值

范围ꎮ

１.２　 ＲＡＴ 矩函数的振型描述

ＲＡＴ 矩函数的表达式见如下:

Ｒｌ
ｐｑ ＝ １

ｎｐ(ｐꎬｍ)ｐ( ｌꎬｈ)

∑
ｈ－１

ｚ ＝ ０
∑
ｍ－１

ｒ ＝ ０
∑
ｎ－１

ｋ ＝ ０
ｔｌꎬｈ( ｚ) ｔｐꎬｍ( ｒ)ｅ

－ｊ２πｑｋｎ ｆ( ｒꎬθｋꎬｚ) (３)

其中: ｐ ＝ ０ꎬ１ꎬꎬ (Ｎ / ２ － １) 表示径向的阶数ꎻｑ ＝
０ꎬ１ꎬꎬｍ － １ 表示重数ꎻｌ 代表的是轴向的阶数ꎬｌ ＝ ０ꎬ１ꎬ
ꎬ(Ｎ / ２ － １)ꎻｒ、ｋ、ｚ 分别是径向坐标、周向坐标和轴向坐

标ꎻｔｌꎬｈ( ｚ) 和 ｔｐꎬｍ( ｒ) 分别表示轴向与径向的 Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ 多
项式ꎬ表达如下:

ｔｌꎬｈ( ｚ) ＝ ｌ!
(ｈ) ｌ ∑

ｌ

ｋ ＝ ０
( － １) ｌ－ｋ ｈ － １ － ｋ

　 ｌ － ｋ
é

ë
êê

ù

û
úú

ｌ ＋ ｋ
　 ｌ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｒ
ｋ

é

ë
êê

ù

û
úú (４)

ｔｐꎬｍ( ｒ) ＝ ｐ!
(ｍ) ｐ ∑

ｐ

ｋ ＝ ０
( － １) ｐ－ｋ ｍ － １ － ｋ

　 ｐ － ｋ
é

ë
êê

ù

û
úú

ｐ ＋ ｋ
　 ｐ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｒ
ｋ

é

ë
êê

ù

û
úú

(５)
对结构的振型图像进行矩变换ꎬ从而提取出特征矩

集ꎬ该过程能够实现对庞大振型数据的压缩处理ꎬ特征矩

集的表达式见式(６)ꎮ
Ｒｌ

ｐꎬｑ ＝ {Ｒ０
０ꎬ０ꎬＲ０

０ꎬ１ꎬＲ０
０ꎬ２ꎬꎬＲ１

１０ꎬＲ１
１１ꎬＲ１

１２ꎬꎬＲｌ
ｐꎬｑ}

(６)

１.３　 基于特征矩集的振型重构

通过从振型数据中提取出的特征矩集能够重构振型

图像ꎬ重构公式如下:

ｆ
＾

( ｒꎬθｋꎬｚ) ＝ ∑
ｐｍａｘ

ｐ ＝ ０
∑
ｑｍａｘ

ｑ ＝ ０
∑
ｌｍａｘ

ｌ ＝ ０
Ｒｌ

ｐｑ ｔｐꎬｍ( ｒ) ｔｌꎬｈ( ｚ)ｅ ｊ２πｑｋｎ ＝ ∑
ｌｍａｘ

ｌ ＝ ０
ｔｌꎬｈ( ｚ)

∑
ｐｍａｘ

ｐ ＝ ０
ｔｌꎬｈ( ｚ) Ｃｌ

ｐ
０
＋ ２ ∑

ｑｍａｘ / ２

ｑ ＝ １
Ｃｌ

ｐｑｃｏｓ
２πｑｋ
ｍ

＋ Ｓｌ
ｐｑｓｉｎ

２πｑｋ
ｍ[ ]{ }

(７)
引入一个总体相似度系数(ＧＳＣ) 的概念去评价重构

振型与参考振型的相似程度ꎬＧＳＣ 的表达如下:

ｓ( Ｉ′ꎬＩ) ＝
∫∫

Ω
( Ｉ′ － Ｉ′)( Ｉ － Ｉ)ｄＡ

∫∫
Ω
( Ｉ′ － Ｉ′) ２ｄＡ[ ] ∫∫

Ω
( Ｉ － Ｉ) ２ｄＡ[ ]

(８)
式中: Ω 代表振型数据的定义域范围ꎻ Ｉ′和 Ｉ 分别为重构

的振型与原始的振型ꎬ另外:

Ｉ′ ＝
∫
Ω
Ｉ′ｄＡ

∫
Ω
ｄＡ

ꎬＩ ＝
∫
Ω
ＩｄＡ

∫
Ω
ｄＡ

(９)

ＧＳＣ 的定义如下:

ＧＳＣ( ｉ) ＝
Ｓｍｅａｎꎬｉ

１ ＋ Ｓｖａｒꎬｉ
ꎬ　 ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ (１０)

ＧＳＣ( ｉ)代表 ＲＡＴ 矩的阶次为 ｉ 时的每一阶模态重构

振型与原始振型的总体相似度系数ꎻＳｍｅａｎꎬｉ与 Ｓｖａｒꎬｉ分别为

为每一阶模态的重构振型图像与原始振型图像相似度的

均值与方差ꎮ ＧＳＣ的取值在 ０~ １ 之间ꎬ数值越大则代表重

构精度越高ꎮ

２　 ＲＡＴ 矩函数对仿真模型的振型描
述与去噪分析

　 　 为了验证 ＲＡＴ 矩函数对三维曲面机匣的模态振型描

述能力与抗噪性ꎬ以一个三维曲面结构的有限元模型为

例ꎬ材料采用 ＧＨ４１６９ 高温合金ꎬ结构的弹性模量 Ｅ 为

２０４ ＧＰａꎬ密度为 ８ ２４０ ｋｇ / ｍ３ꎬ泊松比为 ０.３ꎮ 在 ＡＮＳＡ 中

使用二阶四面体单元对机匣划分网格ꎬ共有 ２６ １９５ 个节

点ꎬ１２ ８５１ 个单元ꎮ 使用 Ｎａｓｔｒａｎ 求解器对该模型进行模

态计算ꎬ计算自由－自由状态下的前 １０ 阶模态ꎮ

图 １　 曲面机匣有限元模型

２.１　 ＲＡＴ 矩函数对的振型描述能力

建立的有限元模型见图 １ꎮ 将振型数据插值到一个

圈数×点数×层数的三维像素空间内ꎬ构建其模态振型图ꎮ
构建的前 ８ 阶模态振型图见图 ２ꎮ 利用 ＲＡＴ 矩函数对该

有限元模型的振型数据进行矩变换ꎬ得到每一阶模态的特

征矩集ꎬ每一阶的特征矩集见图 ３ꎮ 利用提取出的 ＲＡＴ 特

征矩集可以对振型图像进行重构ꎬ重构振型图见图 ４ꎮ
观察原始振型图与利用 ＲＡＴ 矩函数重构的振型图ꎬ

可以看到重构振型图的精度非常高ꎬ与原始振型图基本一

致ꎬ证明了 ＲＡＴ 矩函数对三维曲面结构模态振型图的描

述能力ꎮ
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(a) 11L (b) 12L (c) 13L (d) 14L

(e) 15L (f) 16L (g) 17L (h) 18L

图 ２　 有限元模型的前 ８ 阶模态振型

(a) 11L (b) 12L (c) 13L

(d) 14L (e) 15L

(g) 17L (h) 18L

(f) 16L

图 ３　 每一阶的特征矩集幅值

(a) 11L (b) 12L (c) 13L (d) 14L

(e) 15L (f) 16L (g) 17L (h) 18L

图 ４　 前 ８ 阶模态重构振型图

２.２　 ＲＡＴ 矩函数的去噪分析

在有限元模型的振型数据中加入正态分布的随机噪声ꎬ
以达到一个模拟实际情况下噪声的效果ꎮ 在此引入一个系

数 ＮＩＦ(ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ)ꎬ表示正态分布的随机噪声的强

度ꎬＮＩＦ值为 ０.５代表强度为 ５０％的随机噪声ꎮ 再通过前文介

绍的总体相似系数 ＧＳＣ来表示基于 ＲＡＴ 矩去噪后的振型图

像与原始振型图像的相似度ꎬ从而评价 ＲＡＴ 矩函数的抗噪效

果ꎮ 在ＮＩＦ值从 ０.１~１的情况下ꎬ分别计算出每一阶模态下加

噪声的振型图像与原始振型图像的 ＧＳＣ均值与基于 ＲＡＴ 矩

去噪后振型图像与原始振型图像的 ＧＳＣ均值ꎬ将两条 ＧＳＣ随

ＮＩＦ值变化曲线绘制在同一张图中ꎬ见图 ５ꎮ
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图 ５　 不同噪声强度下去噪前后的 ＧＳＣ值

从图中可见ꎬ随着加入的噪声强度越来越大ꎬ带噪声

的振型图像与原始图像的差别越来越大(ＧＳＣ 值越来越

小)ꎬ当 ＮＩＦ为 １ 也就是加入 １００％强度噪声时ꎬ带噪声的

振型图像与原始图像的 ＧＳＣ降低到了 ０.８７ꎮ 而基于 ＲＡＴ
矩去噪后的振型图像与原始图像的相似度虽然也随着 ＮＩＦ

值的增大而减小ꎬ但是减小的速率非常小ꎬ能保持一个稳

定性ꎮ 即使噪声强度 ＮＩＦ为 １ 的情况ꎬ去噪后振型图像的

相似度 ＧＳＣ也在 ０.９７ 以上ꎬ可以证明 ＲＡＴ 矩函数能很好

地应用在去噪过程中ꎮ
再将 ＮＩＦ为 １ 情况下每一阶模态下带噪声与去噪声振

型图像与原始图像的 ＧＳＣ值进行对比ꎬ对比图见图 ６ꎮ
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图 ６　 ＮＩＦ为 １ 时各阶模态去噪前后振型图的 ＧＳＣ

可以看到ꎬ当噪声强度为 １００％时ꎬ使用 ＲＡＴ 矩去噪后振

型图像的相似度始终保持在 ０.９５以上ꎬ这也在此验证了 ＲＡＴ
矩函数的去噪能力ꎬ即使在噪声比较大的情况下ꎬ依旧能保证

去噪后振型图与原始振型图有很高的相似度ꎮ
最后以第 ８ 阶模态的振型图像为例ꎬ在 ＮＩＦ值为 ０.２、

０.５、１ 的情况下ꎬ列出第 ８ 阶模态的原始振型图、加噪振型

图与去噪后的振型图对比ꎮ ＮＩＦ为 ０.２、０.５ 和 １ 时振型图

像对比见图 ７ꎮ
由图 ７ 可以看到ꎬ 噪声强度系数 ＮＩＦ值为 ０.２ 时去噪

后的振型图和原始振型图无太大差别ꎬ去噪效果十分显

著ꎬＮＩＦ值为 ０.５ 时去噪后振型图与原始图像的相似度相比

于 ＮＩＦ为 ０.２ 的情况要低一些ꎬ但通过振型图像对比可以

看到去噪效果依旧很好ꎮ 当 ＮＩＦ值为 １ 时ꎬ可以看到去噪

后的振型图像与原始振型图像的相似度有所降低ꎬ但是仍

具有良好的去噪效果ꎮ
(下转第 １５１ 页)
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(a) NIF=0.2 

(b) NIF=0.3

(c) NIF=1

图 ７　 不同噪声强度下第 ８ 阶模态去噪效果图

３　 结语

本文研究了 ＲＡＴ 矩函数对三维曲面结构的模态振型

描述能力ꎬ并且进一步研究了 ＲＡＴ 矩函数的去噪效果ꎬ得
到以下结论:

１) 证明了使用 ＲＡＴ 矩函数能够精确地描述三维曲

面结构的模态振型ꎬ对进一步将 ＲＡＴ 矩用于三维曲面结

构的模型修正有重要的意义ꎮ
２) 验证了 ＲＡＴ 矩函数的去噪能力ꎬ结果显示在各个

噪声强度下利用 ＲＡＴ 矩函数重构模态振型的去噪效果都

十分明显ꎬ若将其应用在工程中能有效地解决试验过程中

噪声影响的问题ꎬ具有一定的工程意义ꎮ
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