
机械制造 殷啸宇ꎬ等频率依赖性黏弹性复合板动力学特性计算方法

第一作者简介:殷啸宇(１９９５—)ꎬ男ꎬ江苏泰州人ꎬ硕士研究生ꎬ研究方向为动力机械及工程ꎮ

ＤＯＩ:１０.１９３４４ / ｊ.ｃｎｋｉ.ｉｓｓｎ１６７１－５２７６.２０２１.０１.０２０
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摘　 要:将涂覆黏弹性阻尼的压气机叶片简化为考虑频率依赖性的黏弹性复合板ꎬ基于经典模

态应变能法推导了一种修正的模态应变能法ꎬ用于黏弹性复合板的损耗因子计算ꎮ 设计了一

种基于修正模态应变能法的迭代求解方法ꎬ通过算例分别使用该计算方法与复特征值迭代法

计算考虑频率依赖性的黏弹性复合板动力学特性ꎮ 结果表明: 基于修正模态应变能法的迭代

求解方法在提高运算效率的同时ꎬ能够准确地计算出频率依赖性黏弹性复合板的动力学特性ꎮ
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０　 引言

循环载荷引发的疲劳失效是航空发动机压气机叶片

产生故障失效的主要原因[１] ꎮ 为了有效抑制航空发动机

压气机叶片的振动ꎬ国内外许多学者对压气机叶片的减振

方法进行了大量的研究[２－３] ꎮ 最为有效的方法是在压气

机叶片表面涂覆一层或多层阻尼材料 [４－５] ꎬ其中黏弹性阻

尼材料减振效果好而且价格低廉ꎬ是一种经济有效的减振

手段ꎮ
将黏弹性阻尼材料应用于阻尼复合结构ꎬ结构的固有

频率与损耗因子是结构动力特性和减振耗能性能的两个

重要指标ꎬ国内外学者对此展开了广泛且深入的讨

论[６ － ７] ꎮ ＲＡＯ Ｄ Ｋ[８]首先提出了在复杂边界条件下复合

夹层 梁 的 频 率 阶 损 耗 因 子 的 理 论 求 解 方 法ꎻ
ＲＩＫＡＲＤＳ Ｒ[９]等采取复模量模型对材料特性进行描述ꎻ
任志刚等[１０]在考虑黏弹性材料弹性模量频率依赖性的基

础上采用复模量模型对材料进行拟合ꎬ并提出用迭代的经

典模态应变能法与迭代的复特征值法求解复合结构固有

频率与模态损耗因子ꎻ孙伟等[１１] 采用特征向量增值法对

复特征值法进行了改进计算ꎻ伍先俊[１２] 基于模态应能法

给出了求解复杂结构阻尼的有限元计算方法ꎻ邹万杰

等[１３]采用一般积分形式黏弹性阻尼器微积分方程组建立

了结构运动方程ꎬ并使用模态应变能法将其解耦ꎬ进而采

用传递矩阵法进行求解ꎬ获得了结构响应解析表达式ꎮ
综上ꎬ对于考虑频率依赖性的黏弹性复合结构ꎬ可使

用复特征值迭代法进行动力学特性的计算ꎬ但计算量较

大ꎮ 也可采用模态应变能迭代法ꎬ模态应变能迭代法虽不

如复特征值迭代法精确ꎬ但在满足工程应用的误差允许范

围内ꎬ具有更高的计算效率ꎮ 本文将涂覆黏弹性涂层的压

气机叶片简化为考虑频率依赖性的黏弹性复合板ꎬ基于经

典模态应变能法提出了一种修正的模态应变能法ꎬ推导出

考虑频率依赖性的黏弹性复合板的求解算法ꎬ即一种基于

修正模态应变能法的迭代求解方法ꎬ对具有频率依赖性的

黏弹性复合板进行了动力学特性分析ꎮ

１　 修正模态应变能法原理

由模态应变能法得出了一种使用实特征向量求解阻

尼系统损耗因子的近似方法ꎬ极大地提高了运算效率并且

其运算过程可以很容易地通过大型商业有限元软件实现ꎮ
然而对经典模态应变能法的计算公式进行分析后不难发
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现ꎬ经典模态应变能法采用无阻尼系统实特征向量替代阻

尼系统复特征向量ꎬ这是由于没有将刚度矩阵的虚部考虑

进去ꎬ即没有考虑阻尼刚度矩阵[ＫＩ]ꎬ这样会在一定程度

上导致误差的出现ꎮ 本文推导了一种修正的模态应变能

法ꎬ其核心思想是通过加权阻尼刚度矩阵对无阻尼系统的

模态振型进行修正ꎬ修正后的特征方程为:

([ＫＲ]＋β[ＫＩ]){φ} ＝ω２(１＋βη)[Ｍ]{φ} (１)
其中 β 为修正系数ꎬ其计算方法如下:

β＝
ｔｒａｃｅ[ＫＩ]
ｔｒａｃｅ[ＫＲ]

(２)

通过观察式(１)不难发现ꎬ经典模态应变能法是该修

正模态应变能法的一种特殊情况ꎬ即当修正系数 β＝ ０ 时ꎬ

{φ} ＝{φ}ꎮ
采用修正模态应变能法时ꎬ其结构模态损耗因子定义为

η＝
{φ}Ｔ[ＫＩ]{φ}

{φ}Ｔ[ＫＲ]{φ}
(３)

由于修正模态应变能法将结构复刚度矩阵的虚部贡

献考虑在内ꎬ 因此可提高结构阻尼预估的准确性ꎮ
ＨＵ Ｂ[１４]针对该方法与经典模态应变能法进行了误差分

析ꎬ分析结果显示该修正方法具有更小的误差ꎮ

２　 修正模态应变能法计算方法

基于修正模态应变能法的计算流程主要包含 ５ 个关

键步骤:无阻尼振型的求解、修正系数的计算、原始损耗因

子的计算、修正振型的求解和修正损耗因子的求解ꎬ具体

流程图如表 １、表 ２ 所示ꎮ
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图 １　 修正模态应变能法的计算流程

为了对比修正模态应变能法与经典模态应变能法计

算结果的差别ꎬ以不考虑频率依赖性的黏弹性复合板为研

究对象ꎬ黏弹性复合板参数如表 １ 和表 ２ 所示ꎮ

表 １　 方形板几何参数与材料参数

参数名称 数值

几何尺寸 / ｍｍ １００×１００×３

弹性模量 / ＧＰａ １９０

密度 / (ｋｇ / ｍ３) ７ ８５０

泊松比 ０.２４７

材料损耗因子 —

表 ２　 黏弹性涂层几何参数与材料参数

参数名称 数值

几何尺寸 / ｍｍ １００×１００×１

弹性模量 / ＧＰａ ０.５７４

密度 / (ｋｇ / ｍ３) １ ４２３

泊松比 ０.３

材料损耗因子 ０.３５１ ６

　 　 依次设置方形板的材料损耗因子为 ０.０００ １、０.００１、
０.０１、０.１ꎬ分别使用经典模态应变能法与修正模态应变能

法进行 １ 阶模态损耗因子的计算ꎬ并将两种计算方法的误

差进行对比(图 ２)ꎮ
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图 ２　 两种计算方法误差率

图中误差率定义为(计算结果－精确解) /精确解ꎮ 精确

解定义为复特征值法的 １阶固有频率计算结果ꎮ 根据图 ２可

知ꎬ使用修正模态应变能法的误差率低于经典模态应变能法ꎮ

３　 修正模态应变能迭代法计算方法

黏弹性材料的材料属性在不同频率下具有不同的数

值ꎬ即存在频率依赖性ꎬ因此无法在整个分析过程中指定

一个确定的弹性模量与材料损耗因子ꎮ 对于这种情况ꎬ可
使用迭代法逐步计算各阶固有频率[１５] ꎬ并且通过实验验

证了该方法的有效性ꎮ 由于黏弹性层的厚度相对于弹性

层略小ꎬ为减少计算量ꎬ先计算无频率依赖性复合结构的

各阶固有频率ꎬ并以此作为求解考虑频率依赖性复合结构

各阶固有频率的基础ꎮ 这里使用黏弹性材料的静态模量

作为无频率依赖性的材料弹性模量ꎬ迭代法求解固有频率

的具体计算流程如下ꎬ流程图如图 ３ 所示ꎮ
１) 求解无频率依赖性结构的固有频率ꎬ即设置材料

参数为 ω＝ ０ 对应的弹性模量值ꎻ
２) 使用无频率依赖性的结构第 ｒ 阶频率计算具有频
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率依赖性结构的黏弹性材料层的储能模量ꎻ
３) 使用 ωｉꎬｊ－１对应的黏弹性层材料参数计算当前结

构的第 ｒ 阶固有频率 ωｒꎬｊꎻ
４) 计算收敛系数 ｋ 并判断迭代收敛性ꎬ即 ｋ≤ＴＴＯＬꎬ

其中 ｋ＝
ωｒꎬｊ－ωｒꎬｊ－１

ωｒꎬｊ－１
ꎻ

５) 输出满足收敛性的第 ｒ 阶固有频率 ωｒꎬ计算结束ꎮ
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图 ３　 迭代法求解固有频率计算流程图

根据上述固有频率的计算步骤ꎬ可得考虑频率依赖性

的复合结构各阶固有频率ꎬ再根据各阶固有频率确定各阶

模态对应的黏弹性材料的弹性模量ꎮ 因此可将问题简化

为计算常值弹性模量的结构损耗因子问题ꎬ进而应用前文

提出的修正模态应变能法进行求解ꎮ 该求解过程主要由

以下几个步骤组成(图 ４)ꎮ
１) 计算第 ｒ 阶模态下ꎬ黏弹性材料的弹性模量 Ｅｖ(ωｒ)ꎻ
２) 计算该阶模态振型 φꎬ计算修正系数 β 以及修正

振型 φꎻ
３) 计算损耗因子 ηｒꎮ
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图 ４　 修正模态应变能迭代法计算流程图

４　 计算算例

考虑频率依赖性的黏弹性复合板的参数如表 １ 和表

２ 所示ꎬ分别使用复特征值迭代法和修正模态应变能迭代

法计算其动力学特性ꎮ
固有频率计算结果如表 ３ 所示ꎬ表中误差定义为:(复

特征值迭代法计算结果－修正模态应变能迭代法计算结

果) /复特征值迭代法计算结果×１００％ꎮ 各阶振型计算结

果如表 ４ 所示ꎮ

表 ３　 复特征值迭代法与修正模态应变能迭代法

固有频率计算结果

阶次 复特征值迭代法 / Ｈｚ 修正模态应变能迭代法 / Ｈｚ 误差 / ％

１ 　 　２３７.６ 　 　２３７.５ ０.０４
２ 　 　５９２.８ 　 　５８９.７ ０.５２
３ １ ４７４.３ １ ４６４.１ ０.６９
４ １ ８７１.９ １ ８５６.７ ０.８１
５ ２ １５８.８ ２ １３０.２ １.３３
６ ３ ７７１.９ ３ ７１２.９ １.５６

表 ４　 复特征值迭代法与修正模态应变能迭代法

振型计算结果

阶次 复特征值迭代法 修正模态应变能迭代法

１

２

３

４

５

６

０８



机械制造 殷啸宇ꎬ等频率依赖性黏弹性复合板动力学特性计算方法

　 　 修正模态应变能迭代法计算误差随阶次增大逐渐增

大ꎬ第 ６ 阶误差最大为 １.５６％ꎮ
使用修正模态应变能迭代法与复特征值迭代法计算

的前 １２ 阶模态损耗因子如表 ５ 所示ꎬ表中误差定义为:
(复特征值迭代法计算结果－修正模态应变能迭代法计算

结果) /复特征值迭代法计算结果×１００％ꎮ

表 ５　 复特征值迭代法与修正模态应变能迭代法

模态损耗因子计算结果

阶次 复特征值迭代法 修正模态应变能迭代法 误差 / ％

１ ０.３０５ ６４×１０－ ２ ０.３００ ６６×１０－ ２ １.６３

２ ０.５６６ ０８×１０－ ２ ０.５６１ １１×１０－ ２ ０.８８

３ １.０７８ ４３×１０－ ２ １.０７３ ４８×１０－ ２ ０.４６

４ １.２０６ ０５×１０－ ２ １.２０１ １１×１０－ ２ ０.４１

５ １.２３８ １９×１０－ ２ １.２３３ ２０×１０－ ２ ０.４０

６ １.２４９ ５８×１０－ ２ １.２４４ ６８×１０－ ２ ０.３９

７ １.２３６ １４×１０－ ２ １.２３１ ２５×１０－ ２ ０.４０

８ １.２００ １２×１０－ ２ １.１９５ ２０×１０－ ２ ０.４１

９ １.１５９ ０２×１０－ ２ １.１５４ １４×１０－ ２ ０.４２

１０ １.１２７ ６９×１０－ ２ １.１２２ ８１×１０－ ２ ０.４３

１１ ０.９９７ １８×１０－ ２ ０.９９２ ３０×１０－ ２ ０.４９

１２ ０.９８７ ０１×１０－ ２ ０.９８２ １４×１０－ ２ ０.４９

　 　 两种方法计算的黏弹性复合板的结构损耗因子都在

第 ６ 阶出现峰值ꎬ此时误差为 ０.３９％ꎮ

５　 结语

本文首先对比了经典模态应变能法和修正模态应变

能法对无频率依赖性黏弹性复合板结构损耗因子的计算

结果ꎬ之后使用修正模态应变能迭代法和复特征值迭代法

计算频率依赖性黏弹性复合板的动力学特性ꎬ得出以下

结论:
１) 修正模态应变能法考虑了复刚度矩阵的虚部贡献

量ꎬ从算例计算结果来看相对于经典模态应变能法精确度

更高ꎬ且计算量小于复特征值法ꎮ
２) 修正模态应变能迭代法计算的固有频率误差会随

着阶次增大逐渐增大ꎮ 从振型来看ꎬ由于复特征值迭代法

计算得出的振型为复振型ꎬ不同时刻节线的位置会变化ꎬ
但是其振型与修正模态应变能迭代法计算结果基本一致ꎮ

３) 修正模态应变能迭代法在结构损耗因子峰值附近

计算结果最准确ꎬ在远离峰值处计算误差较大ꎮ
综上ꎬ考虑到复特征值迭代法需要求出无阻尼复合结

构的全模态特征向量ꎬ对于自由度较多的结构ꎬ其计算量

较大ꎬ而修正模态应变能迭代法计算精度较高ꎬ且相对于

复特征值迭代法能够提高计算效率ꎮ
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