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摘　 要:为了对数控运动的高平稳加减速控制ꎬ通过分析比较传统加减速的特点ꎬ设计了一种

加加速度连续的新型高平稳加减速算法ꎮ 为发挥正弦加减速的高平稳优势ꎬ采用切比雪夫多

项式逼近正弦函数ꎬ构造连续的加加速度方程ꎬ得到完整的加减速控制算法ꎬ具有加加速度连

续的特点ꎬ运动平稳性优于 Ｓ 形加减速ꎬ计算复杂度优于正弦加减速ꎮ 给出该算法与正弦加减

速的对比仿真曲线以及不同参数条件下的加减速控制仿真曲线ꎬ经验证表明该算法可以在不

同参数条件下实现平滑运动控制ꎬ并且计算简单、加减速效率更高ꎬ具有良好的实用性ꎮ
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０　 引言

为实现数控装备的平稳控制ꎬ运动加减速控制得到广

泛而持久的重视ꎬ国内外学者相继提出了多种加减速规划

算法ꎮ 梯形加减速因其实现简单被最早提出和广泛使用ꎬ
但存在刚性冲击ꎬ只能用于运动平稳性要求不高的场合[１]ꎻ
指数加减速离散形式适合于递推计算ꎬ但精度不足ꎬ且加减

速起点冲击较大ꎻＥＲＫＯＲＫＭＡＺ Ｋ 提出了 Ｓ 形加减速规划

方法[２]ꎬ可以实现加速度连续但存在柔性冲击ꎮ 穆海华

等[３]提出了用于点位控制的初末速度为 ０ 的 Ｓ 形加减速控

制方法ꎻ刘志峰和杨亮亮等[４－５] 使用牛顿迭代法和智能算

法求解各阶段时间ꎬＯＳ ＯＲＮＩＯＲＩＯＳ Ｒ Ａ 等[６－７]提出用于离

散系统的多项式加减速控制方法ꎮ 郭新贵等[８]基于三角函

数提出了正弦加减速ꎬ其各阶加速度均连续ꎬ拥有最优越的

加减速柔度ꎬ但是正弦函数计算复杂ꎬ不易在资源有限的嵌

入式系统中满足实时计算要求ꎻ李加文等[９] 提出采用函数

逼近的方法改造三角函数加减速ꎬ加快了计算速度ꎬ但是逼

近函数导致了加加速度不连续ꎬ不适合高速高精场合ꎮ 近

年来ꎬ关于加加速度连续的加减速研究也在持续进行ꎮ 李

志杰等[１０]提出了加加速度连续的 Ｓ 形加减速算法ꎻ翁祖昊

等[１１]提出了基于五次多项式的变 Ｊｍａｘ加减速算法ꎻ赵翔宇

等[１２]提出了三次 Ｓ 曲线加减速算法ꎮ 但是这些都不可避

免地带来了巨大计算量ꎬ不利于实际应用ꎮ
在三角函数加减速优良特性的启发下ꎬ本文设计出一

种采用多项式替代三角函数构造加加速度方程ꎬ并结合 Ｓ
加减速的特点给出七段式的完整加减速规划ꎬ最后通过仿

真验证本方法运动控制的平滑性ꎮ

１　 连续的加加速度方程
为了得到平稳而高效的加减速规划ꎬ本文加减速设计

方案从以下几个方面考虑:位移、速度、加速度满足边界条

件ꎻ位移、速度、加速度、加加速度曲线形状理想ꎬ没有冲

击ꎻ加减速时间尽可能短ꎻ算法应尽量简洁ꎬ复杂度可以满

足实时性要求ꎮ
因此ꎬ本节首先利用多项式逼近正弦函数ꎬ构造连续可
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导的加加速度方程ꎬ在此基础上通过积分得到各物理量方

程ꎬ从而得到运动平稳而计算相对简单的完整加减速算法ꎮ

１.１　 三角函数的多项式逼近

三角函数加减速拥有优越的柔性度ꎬ但是计算复杂ꎬ
不易在算力有限的嵌入式系统中满足实时计算要求ꎮ 其

加加速度函数如下

ｊ( ｔ) ＝ Ｊｍａｘｓｉｎ
ｔ
Ｔ
􀅰π( ) (１)

其中: Ｔ为加速度加速时间ꎬ函数在 ｔ ＝ Ｔ / ２处取得最大加

加速度 Ｊｍａｘꎮ
令

ｘ ＝ ｔ － Ｔ
Ｔ

(２)

代入式(２)得到

ｊ(ｘ) ＝ － Ｊｍａｘｓｉｎ(πｘ) (３)
对 ｆ(ｘ) ＝ ｓｉｎ(πｘ) 进行切比雪夫多项式逼近ꎬ阶数

取 ４ꎬ得到

ｆ(ｘ) ＝ ２
π

(４.１９０ ４ｘ３ － ４.０３６ ９ｘ) (４)

为满足边界条件ꎬ将系数圆整后得到如下形式:

ｆ(ｘ) ＝ ２
π

(４ｘ３ － ４ｘ) (５)

将式(２)代入可以得到

ｊ( ｔ) ＝ ８
π
Ｊｍａｘ

ｔ３

Ｔ３ － ３ ｔ２

Ｔ２ ＋ ２ ｔ
Ｔ

æ
è
ç

ö
ø
÷ (６)

１.２　 连续的加加速度方程

为了使加加速度曲线具有对称性ꎬ将式(６)关于 ｔ ＝
Ｔ / ２对称后得到

ｊ( ｔ) ＝ ８
π
Ｊｍａｘ － ｔ３

Ｔ３ ＋ ｔ
Ｔ

æ
è
ç

ö
ø
÷ (７)

将式(６)与式(７)相加后得到对称形式的加加速度方

程如下:

ｊ( ｔ) ＝ ｋ － ｔ２

Ｔ２ ＋ ｔ
Ｔ

æ
è
ç

ö
ø
÷ (８)

其中 ｋ 为待定系数ꎬ满足在区间[０ꎬ Ｔ] 内 ｊ( ｔ) ≤ Ｊｍａｘꎬ并

在 ｔ ＝ Ｔ / ２ 处取得最大值 Ｊｍａｘꎬ 可以解得系数 ｜ ｋ ｜ ＝
４Ｊｍａｘꎮ 由多项式表示的加加速度方程具有二阶连续可

导的特点ꎬ计算上又比正弦函数更加简单ꎮ 时间 ｔ 满足 ｔ
＝ ｉＴｓꎬｉ∈ (１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬＴｓ 为控制周期ꎬｎ 为 Ｔ / Ｔｓ 的最大

整数ꎮ

２　 加加速度连续的加减速算法

类似 Ｓ 形加减速的七段控制特点ꎬ本文加加速度方程

ｊ( ｔ) 如下 :

ｊ( ｔ) ＝

ｋ１ － τ２

Ｔ２
１

＋ τ
Ｔ１

æ
è
ç

ö
ø
÷ ０ ≤ ｔ < ｔ１

０　 　 　 　 　 　 ｔ１ ≤ ｔ < ｔ２

ｋ３ － τ２

Ｔ２
３

＋ τ
Ｔ３

æ
è
ç

ö
ø
÷ ｔ２ ≤ ｔ < ｔ３

０　 　 　 　 　 　 ｔ３ ≤ ｔ < ｔ４

ｋ５ － τ２

Ｔ２
５

＋ τ
Ｔ５

æ
è
ç

ö
ø
÷ ｔ４ ≤ ｔ < ｔ５

０　 　 　 　 　 　 ｔ５ ≤ ｔ < ｔ６

ｋ７ － τ２

Ｔ２
７

＋ τ
Ｔ７

æ
è
ç

ö
ø
÷ ｔ６ ≤ ｔ < ｔ７

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(９)

其中 ｋ１、ｋ３、ｋ５、ｋ７ 为加加速度方程系数ꎬ ｜ ｋ１ ｜ ＝ ｜ ｋ３ ｜ ＝
｜ ｋ５ ｜ ＝ ｜ ｋ７ ｜ ＝ ４􀅰Ｊｍａｘ ꎮ 积分后得到式(１０)－式(１２)ꎮ

ａ( ｔ) ＝

ｋ１ － τ３

３Ｔ２
１

＋ τ２

２Ｔ１

æ
è
ç

ö
ø
÷ 　 　 ０ ≤ ｔ < ｔꎬＡ１ ＝

１
６
ｋ１Ｔ１

Ａ　 　 ｔ１ ≤ ｔ < ｔ２ꎬＡ２ ＝ Ａ１ ＝ Ａ

Ａ ＋ ｋ３ － τ３

３Ｔ２
３

＋ τ２

２Ｔ３

æ
è
ç

ö
ø
÷ 　 　ｔ２ ≤ ｔ < ｔ３ꎬＡ３ ＝ ０

０　 　 ｔ３ ≤ ｔ < ｔ４ꎬＡ４ ＝ ０

ｋ５ － τ３

３Ｔ２
５

＋ τ２

２Ｔ５

æ
è
ç

ö
ø
÷ 　 　 ｔ４ ≤ ｔ < ｔ５ꎬＡ５ ＝

１
６
ｋ５Ｔ５

Ｄ　 　 ｔ５ ≤ ｔ < ｔ６ꎬＡ６ ＝ Ａ５ ＝ Ｄ

ｋ７ － τ３

３Ｔ２
７

＋ τ２

２Ｔ７

æ
è
ç

ö
ø
÷ 　 　 ｔ６ ≤ ｔ < ｔ７ꎬＡ７ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１０)

ｖ( ｔ) ＝

Ｖｓ ＋ ｋ１ － τ４

１２Ｔ２
１

＋ τ３

６Ｔ１

æ
è
ç

ö
ø
÷ 　 　 　 　 ０ ≤ ｔ < ｔ１ꎬＶ１ ＝ Ｖｓ ＋ １

１２
ｋ１Ｔ２

１

Ｖ１ ＋ Ａτ ｔ１ ≤ ｔ < ｔ２ꎬＶ２ ＝ Ｖ１ ＋ ＡＴ２

Ｖ２ ＋ Ａτ ＋ ｋ３ － τ４

１２Ｔ２
３

＋ τ３

６Ｔ３

æ
è
ç

ö
ø
÷ ｔ２ ≤ ｔ < ｔ３ꎬＶ３ ＝ Ｖ２ ＋ ＡＴ３ ＋ １

１２
ｋ３Ｔ２

３

Ｖｃ ｔ３ ≤ ｔ < ｔ４ꎬＶ４ ＝ Ｖ３ ＝ Ｖｃ

Ｖｃ ＋ ｋ５ － τ４

１２Ｔ２
５

＋ τ３

６Ｔ５

æ
è
ç

ö
ø
÷ ｔ４ ≤ ｔ < ｔ５ꎬＶ５ ＝ Ｖｃ ＋ １

１２
ｋ５Ｔ２

５

Ｖ５ ＋ Ｄτ ｔ５ ≤ ｔ < ｔ６ꎬＶ６ ＝ Ｖ５ ＋ ＤＴ６

Ｖ６ ＋ Ｄτ ＋ ｋ７ － τ４

１２Ｔ２
７

＋ τ３

６Ｔ７

æ
è
ç

ö
ø
÷ ｔ６ ≤ ｔ < ｔ７ꎬＶｅ ＝ Ｖ６ ＋ ＤＴ７ ＋ １

１２
ｋ７Ｔ２

７

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１１)
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　 　 ｓ( ｔ) ＝

Ｖｓτ ＋ ｋ１ － τ５

６０Ｔ２
１

＋ τ４

２４Ｔ１

æ
è
ç

ö
ø
÷ 　 　 　 　 　 　 　 ０ ≤ ｔ < ｔ１ꎬＳ１ ＝ ＶｓＴ１ ＋ １

４０
ｋ１Ｔ３

１

Ｓ１ ＋ Ｖ１τ ＋ １
２
Ａτ２ ｔ１ ≤ ｔ < ｔ２ꎬＳ２ ＝ Ｓ１ ＋ Ｖ１Ｔ２ ＋ １

２
ＡＴ２

２

Ｓ２ ＋ Ｖ２τ ＋ １
２
Ａτ２ ＋ ｋ３ － τ５

６０Ｔ２
３

＋ τ４

２４Ｔ３

æ
è
ç

ö
ø
÷ ｔ２ ≤ ｔ < ｔ３ꎬＳ３ ＝ Ｓ２ ＋ Ｖ２Ｔ３ ＋ １

２
ＡＴ２

３ ＋ １
４０

ｋ３Ｔ３
３

Ｓ３ ＋ Ｖｃτ ｔ３ ≤ ｔ < ｔ４ꎬＳ４ ＝ Ｓ３ ＋ ＶｃＴ４

Ｓ４ ＋ Ｖ４τ ＋ ｋ５ － τ５

６０Ｔ２
５

＋ τ４

２４Ｔ５

æ
è
ç

ö
ø
÷ ｔ４ ≤ ｔ < ｔ５ꎬＳ５ ＝ Ｓ４ ＋ Ｖ４Ｔ５ ＋ １

４０
ｋ５Ｔ３

５

Ｓ５ ＋ Ｖ５τ ＋ １
２
Ｄτ２ ｔ５ ≤ ｔ < ｔ６ꎬＳ６ ＝ Ｓ５ ＋ Ｖ５Ｔ６ ＋ １

２
ＤＴ２

６

Ｓ６ ＋ Ｖ６τ ＋ １
２
Ｄτ２ ＋ ｋ７ － τ５

６０Ｔ２
３

＋ τ４

２４Ｔ３

æ
è
ç

ö
ø
÷ ｔ６ ≤ ｔ < ｔ７ꎬＳ７ ＝ Ｓ６ ＋ Ｖ６Ｔ７ ＋ １

２
ＤＴ２

７ ＋ １
４０

ｋ７Ｔ３
７

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１２)

其中: Ｖｓ、Ｖｅ 分别为初、末速度ꎻＡ、Ｄ 分别为所达到的最大

加速度和最大减速度ꎻＶｃ 为匀速运动时的速度ꎬ在数控系

统中一般等于最大进给速度ꎻＴ１ － Ｔ７ 分别代表加减速过

程中各阶段时间ꎮ
连续加加速度的加减速规划的各阶段曲线如图 １ 所

示ꎮ 其中ꎬ前 ３ 个阶段为加速阶段ꎬ第 １ 阶段加加速度为

正值ꎬ此时加速度在增加ꎬ系统处于正向加速状态ꎻ第 ２ 阶

段ꎬ加加速度为 ０ꎬ加速度不变ꎬ系统处于匀加速运动状

态ꎻ第 ３ 阶段ꎬ加加速度为负值ꎬ此时加速度在减小ꎬ系统

处于减加速状态ꎮ 其次是匀速阶段ꎬ此时系统按照速度

Ｖｃ 匀速运动ꎮ 最后是减速的 ３ 个阶段 ｔ４ － ｔ７ꎬ其与加速过

程的前 ３ 个阶段正好相反ꎮ
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图 １　 加加速度连续的加减速规划曲线

３　 仿真分析

根据本文加减速规划进行运动控制时ꎬ还需要根据实

际情况进行控制计算ꎬ即基于给定的系统参数和初末速度

以及运动行程ꎬ求解本加减速规划的各个阶段时间 Ｔ１ －
Ｔ７ꎮ 本文设计了如下加减速控制仿真实验ꎬ最大加加速

度 Ｊｍａｘ ＝ ５０ ０００ｍｍ / ｓ３ꎬ最大允许加速度为 ２ ０００ｍｍ / ｓ２ꎬ进
给速度 １５０ｍｍ / ｓꎬ在给定初速度 Ｖｓ、末速度 Ｖｅ 以及路程 Ｓ
的情况下ꎬ实际运动过程的 ５ 种情况如下:

１) 能够达到末速度 Ｖｅ且可达到最大进给速度 Ｆ、最
大加速度 Ａｍａｘꎻ

２) 能够达到末速度 Ｖｅ、最大加速度 Ａｍａｘꎬ但没有达到

最大进给速度 Ｆꎻ
３) 能够达到末速度 Ｖｅꎬ但没有达到最大加速度 Ａｍａｘ

和最大进给速度 Ｆꎻ
４) 刚好达到末速度 Ｖｅꎬ末速度即为最大速度 Ｖｍａｘꎻ
５) 在指定路程 Ｓ 内从 Ｖｓ开始加速ꎬ达不到预定末速

度 Ｖｅꎬ只能达到一个较小值 Ｖ′ｅꎮ
仿真结果见表 １ꎮ

表 １　 ５ 种情况仿真实验数据

参数与
情况
类别

路程 Ｓ /
ｍｍ

初速度 Ｖｓ /
(ｍｍ􀅰ｓ－１)

末速度 Ｖｅ /
(ｍｍ􀅰ｓ－１)

实际最大
速度 Ｖｍａｘ /
(ｍｍ􀅰ｓ－１)

实际最大
加速度 Ａ /
(ｍｍ􀅰ｓ－２)

实际末
速度 Ｖ′ｅ /
(ｍｍ􀅰ｓ－１)

１ ２２.００ １０ ３０ １５０.０ ２ ０００.０ ３０

２ ２０.００ １０ ３０ １４４.３ ２ ０００.０ ３０

３ １６.００ １０ ３０ １２３.９ １ ９４８.７ ３０

４ １.００ １０ ３０ ３０.０ ８１６.６ ３０

５ ０.７５ １０ ３０ ２５.０ ７０７.２ ２５

　 　 各情况下的速度曲线如图 ２－图 ６ 所示ꎬ从中可以看

出ꎬ前 ４ 种情况的末速度都能够达到设定值ꎬ并且满足行

程约束ꎻ在第 ５ 种情况下ꎬ由于行程不足ꎬ末速度 Ｖｅ不可

达ꎬ根据加减速算法修正为一个较低的可达末速度 Ｖ′ｅꎬ方
可进行加减速规划ꎮ
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图 ２　 情况 １ 的速度曲线
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图 ３　 情况 ２ 的速度曲线



�
�(m
m
/s)

150

100

50

0
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20 0.25


�/s

图 ４　 情况 ３ 的速度曲线
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图 ５　 情况 ４ 的速度曲线
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图 ６　 情况 ５ 的速度曲线

为了比较本文加减速和正弦加减速的性能优劣ꎬ设计

了对 比 试 验 如 下ꎬ 系 数 参 数: 最 大 加 加 速 度 Ｊｍａｘ ＝
５０ ０００ｍｍ / ｓ３ꎬ最大允许加速度为 ２ ０００ｍｍ / ｓ２ꎬ进给速度

１５０ｍｍ / ｓꎮ 仿真曲线如图 ７ 所示ꎮ
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图 ７　 本文加减速与正弦加减速曲线对比

从图 ７ 可以看出ꎬ在由同一初速度加速到进给速度的

过程中ꎬ本文加减速和正弦加减速两者均可获得加加速度

连续的平滑加减速ꎬ而本文方法加速到给定速度所需的加

速时间更短ꎬ具有更高的加减速效率ꎮ 另外ꎬ在计算机领

域ꎬ正弦函数的计算复杂度高于 Ｏ(ｎ１０)ꎬ远高于本文加减

速位移方程的最大复杂度 Ｏ(ｎ５)ꎬ因而在实际计算中ꎬ后
者更适用于实时性要求较高的数控系统ꎮ

４　 结语

本文在切比雪夫多项式的基础上ꎬ通过修正处理得到

了曲线对称且连续的加加速度方程ꎻ通过积分得到了加速

度、速度、位移方程ꎬ进而得到七段式的新型加减速算法ꎮ
仿真结果表明ꎬ在不同初始参数下ꎬ本加减速都可以实现

平滑控制ꎮ 本文算法与正弦加减速的对比实验表明ꎬ两者

均可获得加加速度连续的平滑加减速ꎬ而本加减速效率更

高ꎬ且计算大幅简化ꎮ
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