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摘　 要:在环境监测、导航与控制、故障检测等领域中ꎬ由于环境影响、模型参数选取不当、设备

故障等原因ꎬ系统状态方程中往往含有未知输入ꎮ 针对受未知影响的系统ꎬ在研究的同时估计

未知输入和线性系统状态的问题ꎮ 在没有未知输入先验知识的前提下ꎬ针对系统方程中未知

输入系数矩阵不满秩时无法应用经典滤波方法的问题ꎬ依据线性最小方差无偏估计准则ꎬ提出

一种三步递归滤波方法ꎬ并提炼汇总出具体递归迭代步骤ꎮ 仿真结果表明ꎬ新滤波方法能够有

效估计系统状态及未知输入ꎮ
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０　 引言

当系统存在过程噪声和测量噪声的情况下ꎬ传统卡尔

曼滤波器[１]能递归估计线性系统状态ꎬ但是其要求干扰

噪声必须是高斯白噪声ꎮ 因为系统的不确定干扰可能不

是白噪声ꎬ且某些输入无法测量ꎬ因此卡尔曼滤波器的效

果有时并不理想ꎮ
在系统分析中ꎬ未知输入可以表示无法测量的干扰、

未建模动态、系统故障等ꎮ 因此ꎬ研究含有未知输入的系

统估计问题具有极大意义ꎮ 这类问题的解决方案在控制

系统设计中的干扰抑制[２－３] 、故障检测[４] 、电池状态估

计[５]等许多实际应用中发挥重要作用ꎮ
近年来ꎬ存在未知输入的滤波器设计问题引起了相当

大的关注ꎮ 根据系统不同ꎬ该问题可大致分为两类:带有

直通项的滤波器设计[６－１２] 和不带直通项的滤波器设

计[１３－１７] ꎬ其中关于不带直通项的滤波器设计文献相对较

少ꎬ具有进一步研究的价值ꎮ

最初ꎬ解决这类问题的方法是系统状态扩维ꎬ将未知

输入向量作为系统状态的附加部分ꎬ然后对扩维系统应用

卡尔曼滤波器ꎮ 这种方法通常将未知输入假定为常值偏

差或某些具有已知统计特性的随机过程[１８] ꎬ但这些假设

在实际应用中可能是无效的ꎮ 因此ꎬ许多研究开始转向存

在任意未知输入情况下的系统状态估计问题ꎮ 解决此类

问题的方法通常是通过解耦来实现状态估计ꎮ
自从 ＫＩＴＡＮＩＤＩＳ Ｐ Ｋ开展工作以来ꎬ对未知输入估计

问题的研究开始转向最优滤波器ꎬ其为不带直通项的线性

系统ꎬ开 发 了 一 种 最 小 方 差 无 偏 ( ｍｉｎｉｍｕｍ ｖａｒｉａｎｃｅ
ｕｎｂｉａｓｅｄꎬ ＭＶＵ)的最优滤波器[１３] ꎮ 该滤波器通过在无偏

条件的约束下将状态协方差矩阵的迹最小化以获得状态

估计ꎮ 该滤波器被文献[１４]进一步扩展为一类参数化解

决方案ꎮ 上述文献虽然解决了存在未知输入时的状态估

计问题ꎬ但没有给出未知输入的估计值ꎮ 对一些实际问题

来说ꎬ未知输入的估计值同样重要ꎮ 文献[１６]提出一种

鲁棒两段卡尔曼滤波器 ( ｒｏｂｕｓｔ ｔｗｏ － ｓｔａｇｅ ｋａｌｍａｎ ｆｉｌｔｅｒꎬ
ＲＴＳＫＦ)ꎬ首先识别初始时刻未知输入的动态模型ꎬ然后用
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识别的模型对未知输入和状态进行估计ꎬ其能够给出未知

输入的具体估计值ꎬ但没有证明所得结果最优ꎮ 文献

[１７]提出一种三步迭代滤波器( ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ ｔｈｒｅｅ－ｓｔｅｐ ｆｉｌｔｅｒꎬ
ＲＴＳＦ)ꎬ能够同时获得系统状态和未知输入的最小方差无

偏估计ꎬ并证明了未知输入估计值最优ꎮ 尽管上述滤波器

可以解决存在未知输入下系统状态及未知输入的估计问

题ꎬ但都有一个前提条件:系统状态方程中未知输入的系

数矩阵列满秩ꎮ
本文基于 ＲＴＳＦ思路ꎬ提出一种新型三步迭代滤波器

(ｎｏｖｅｌ ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ ｔｈｒｅｅ－ｓｔｅｐ ｆｉｌｔｅｒꎬＮＲＴＳＦ)ꎬ在系统状态方程

受未知输入影响时估计系统状态和未知输入ꎬ该滤波器不

需要系统方程中未知输入系数矩阵列满秩ꎬ其应用条件比

上述滤波器宽松ꎮ

１　 问题描述

考虑如下带有未知输入的随机线性离散时变系统:
ｘｋ ＝Ａｋ－１ｘｋ－１＋Ｇｋ－１ｄｋ－１＋ｗｋ－１ (１)

ｙｋ ＝Ｃｋｘｋ＋ｖｋ (２)
其中: ｘｋ ∈ Ｒｎ 是状态向量ꎻｄｋ－１ ∈ Ｒｍ 是未知输入向量ꎻ
ｙｋ ∈ Ｒｐ 是测量输出ꎻｗｋ ∈ Ｒｎ 与ｖｋ ∈ Ｒｐ 分别是过程噪声

和测量噪声ꎬ它们为互不相关的零均值白噪声信号ꎬ且具

有已知非奇异协方差矩阵Ｑｋ ＝ Ｅ[ｗｋ ｗｋ
Ｔ] ≥ ０ 及Ｒｋ ＝

Ｅ[ｖｋ ｖＴｋ ] > ０ꎻＡｋ、Ｇｋ 和Ｃｋ 为已知的适当维数时变矩阵ꎬ且
(ＡｋꎬＣｋ) 是可观的ꎻ初始状态值ｘ０ 独立于ｗｋ 与ｖｋꎬ且已知

ｘ０ 的无偏估计值ｘ︿ ０ ＝ Ｅ ｘ０( ) 及协方差矩阵Ｐｘ
０ ＝ Ｅ[(ｘ０ －

ｘ︿ ０)(ｘ０ － ｘ︿ ０ ) Ｔ]ꎮ
上述系统的最优滤波问题是已知初始状态ｘ０ 的无偏

估计值 ｘ︿ ０ 和协方差矩阵Ｐｘ
０ 的情况下ꎬ 根据测量序列

ｙ０ꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｋ}{ 依次递归得到未知输入和系统状态的无偏

最优滤波序列 ｄ︿ ０｜ １ꎬ􀆺ꎬｄ
︿
ｋ－１｜ ｋ{ } 和 ｘ︿ ０｜ ０ꎬ􀆺ꎬｘ

︿
ｋ｜ ｋ{ } ꎮ

２　 ＮＲＴＳＦ 设计

ＧＩＬＬＩＪＮＳ Ｓ在文献[１７]中提出的经典 ＲＴＳＦ 可以解

决上述系统的状态估计问题ꎬ但是使用 ＲＴＳＦ 的前提条件

是系统方程中未知输入的系数矩 阵 Ｇｋ－１ 必 须 满 足

ｒａｎｋ(Ｇｋ－１)＝ ｍꎬｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎮ 针对系统方程中未知输入系

数矩阵不满秩的情况ꎬ即 ｒａｎｋ(Ｇｋ－１)＝ ｒｋ<ｍ 时ꎬ考虑一种

ＮＲＴＳＦ设计方法ꎬ以下是 ＮＲＴＳＦ的推导过程ꎮ
假如 ｒａｎｋ(Ｇｋ－１ ) ＝ ｒｋ≤ｍꎬ对其进行如下满秩矩阵

分解:

Ｇｋ－１ ＝Ｇ
－

ｋ－１Ｔｋ－１ (３)

其中:Ｇ
－

ｋ－１∈Ｒｎ×ｒｋꎻＴｋ－１∈Ｒｒｋ×ｍꎬ且 ｒａｎｋ(Ｇ
－

ｋ－１)＝ ｒａｎｋ(Ｔｋ－１)＝

ｒｋꎮ 特别是ꎬ当ｒｋ ＝ｍ 时ꎬ可选Ｇ
－

ｋ－１ ＝Ｇｋ－１ꎬＴｋ－１ ＝ Ｉｍꎮ 对于任

意给定的矩阵Ｇｋ－１ꎬ必然会存在矩阵Ｇ
－

ｋ－１、Ｔｋ－１满足式(３)ꎬ
具体推导过程如下:

Ｈｋ ∈ Ｒｐ×ｍ ꎬ若 ｒａｎｋ(Ｈｋ) ＝ ｒｋ < ｍ ꎬ则 Ｈｋ 中存在一

个行列式不为 ０的 ｒｋ 阶子式ꎻ经过行和列的调换ꎬ使其位

于与 Ｈｋ 等秩阵 Ｈ ｋ ＝
Ｈ １１ Ｈ １２

Ｈ ２１ Ｈ ２２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

的 Ｈ １１ 块ꎬ由于 ｒｋ 阶子

块非奇异ꎬ Ｈ ｋ ＝
Ｈ １１

Ｈ １２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｉ Ｈ －１
１１ Ｈ １２[ ] ꎮ

换言之ꎬ存在非奇异阵 Ｄｋ ∈ Ｒｐ×ｐ 和 Ｆｋ ∈ Ｒｍ×ｍ ꎬ使

Ｄｋ Ｈｋ Ｆｋ ＝
Ｈ １１

Ｈ １２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｉ Ｈ －１
１１ Ｈ １２[ ] ꎬ进而

Ｈｋ ＝ Ｄ －１
ｋ

Ｈ １１

Ｈ １２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｉ Ｈ －１
１１ Ｈ １２[ ] Ｆ －１

ｋ ꎮ

其中 Ｈ
－

ｋ ＝ Ｄ －１
ｋ

Ｈ １１

Ｈ １２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

与 Ｔｋ ＝ Ｉ　 Ｈ －１
１１ 　 Ｈ

 
１２[ ] Ｆ －１

ｋ 皆为

秩ꎬ为 ｒｋ 的满秩阵ꎮ

引入 虚 拟 未 知 输 入 ｄ
－

ｋ－１ ＝ Ｔｋ－１ ｄｋ－１ꎬ则 Ｇｋ－１ ｄｋ－１ ＝

Ｇ
－

ｋ－１ｄ
－

ｋ－１ꎮ若已知ｄ
－

ｋ－１的估计值ｄ
－︿

ｋ－１ ｜ ｋꎬ可得未知输入ｄｋ－１的最

小范数估计值为

ｄ︿ ｋ－１ ｜ ｋ ＝Ｔ
＋
ｋ－１ｄ
－︿

ｋ－１ ｜ ｋ (４)
其中 Ｔ ＋

ｋ－１ 为 Ｔｋ－１ 的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ逆ꎮ
则原系统方程式(１)改写为

ｘｋ ＝ Ａｋ－１ ｘｋ－１ ＋ Ｇ
－

ｋ－１ ｄ
－

ｋ－１ ＋ ｗｋ－１ (５)

其中 ｄ
－

ｋ－１ ∈ Ｒｒｋ 为虚拟未知输入向量ꎮ
基于新的系统状态方程式(５)和测量方程式(２)设计

ＮＲＴＳＦ如下:
ｘ︿ ｋ｜ ｋ－１ ＝ Ａｋ－１ ｘ

︿
ｋ－１｜ ｋ－１ (６)

ｄ
－︿

ｋ－１｜ ｋ ＝ Ｍ
－

ｋ(ｙｋ － Ｃｋ ｘ
︿
ｋ｜ ｋ－１) (７)

ｘ︿ ｋ｜ ｋ ＝ ｘ︿ ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｌ
－

ｋ(ｙｋ － Ｃｋ ｘ
︿
ｋ｜ ｋ－１) (８)

其中矩阵 Ｍ
－

ｋ∈Ｒｒｋ×ｐ 和 Ｌ
－

ｋ∈Ｒｎ×ｐ 为 ＮＲＴＳＦ的待定增益矩

阵ꎮ 该滤波器第一步为时间更新ꎬ在给定测量序列

ｙ０ꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｋ－１}{ 时得到 ｘｋ 的一步预估值 ｘ︿ ｋ｜ ｋ－１ ꎬ详细推

导步骤见 ２.１节ꎻ第二步得到虚拟未知输入 ｄ
－

ｋ－１｜ ｋ 的估计

值 ｄ
－︿

ｋ－１｜ ｋ ꎬ矩阵 Ｍ
－

ｋ 的具体表达式及其推导过程见 ２.２ 节ꎻ
第三步为测量更新ꎬ在给定测量序列 ｙ０ꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｋ}{ 时得

到 ｘｋ 的滤波估计值 ｘ︿ ｋ｜ ｋ ꎬ推导过程及矩阵 Ｌ
－

ｋ 的具体表达

式见 ２.３节ꎮ

２.１　 时间更新

首先ꎬ令 ｘ︿ ｋ－１｜ ｋ－１ 表示已知测量序列 { ｙ０ꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｋ－１}
时 ｘｋ－１ 的最优无偏估计值ꎬ可得一步预估值
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ｘ︿ ｋ｜ ｋ－１ ＝ Ａｋ－１ ｘ
︿
ｋ－１｜ ｋ－１ꎬ

ｘ︿ ｋ｜ ｋ－１ 的协方差矩阵为

Ｐｘ
ｋ｜ ｋ－１ 􀰛 Ａｋ－１ Ｐｘ

ｋ－１｜ ｋ－１ ＡＴｋ－１ ＋ Ｑｋ－１ ꎬ

其中: Ｐｘ
ｋ｜ ｋ 􀰛 Ｅ ｘ ｋ｜ ｋ ｘ

 Ｔ
ｋ｜ ｋ[ ] ꎻ ｘ ｋ｜ ｋ 􀰛 ｘｋ － ｘ︿ ｋ｜ ｋ ꎮ

２.２　 虚拟未知输入估计

本节考虑虚拟未知输入 ｄ
－

ｋ－１ 的估计ꎮ 在下文 １)中得

到虚拟未知输入 ｄ
－

ｋ－１ 的无偏估计ꎬ同时确定矩阵 Ｍ
－

ｋ 需满

足的条件ꎮ ２)则进一步确定虚拟未知输入 ｄ
－

ｋ－１ 的最小方

差无偏(ＭＶＵ)估计ꎮ
１)虚拟未知输入的无偏估计

定义新息 ｙ ｋ 􀰛 ｙｋ － Ｃｋ ｘ
︿
ｋ｜ ｋ－１ ꎬ则由式(５)、式(２)与

式(６)得

ｙ ｋ ＝ Ｃｋ Ｇ
－

ｋ－１ ｄ
－

ｋ－１ ＋ ｅｋ (９)
其中

ｅｋ ＝ Ｃｋ Ａｋ－１ ｘ
 
ｋ－１｜ ｋ－１ ＋ ｗｋ－１( ) ＋ ｖｋ (１０)

假设 ｘ︿ ｋ－１｜ ｋ－１ 无偏ꎬ则由式(１０)可得 Ｅ ｅｋ[ ] ＝ ０ꎬ进而

由式(９)可得 Ｅ ｙ ｋ[ ] ＝ Ｃｋ Ｇ
－

ｋ－１Ｅ ｄ
－

ｋ－１[ ] ꎮ 这表明可以从

新息 ｙ ｋ 中 获得虚拟未知输入 ｄ
－

ｋ－１ 的无偏估计ꎮ

定理 １. 假设 ｘ︿ ｋ－１｜ ｋ－１ 无偏ꎬ则当且仅当 Ｍ
－

ｋ 满足

Ｍ
－

ｋＣｋＧ
－

ｋ－１ ＝ Ｉｒｋ时ꎬ式(６)－式(７)是 ｄ
－

ｋ－１ 的无偏滤波器ꎮ
证明: 该证明与文献[１７]中定理 １的证明相似ꎬ因此

省略ꎮ
由于对应于式(９)的最小二乘解满足定理 １ꎬ因此这

个最小二乘解无偏ꎮ 但根据 Ｇａｕｓｓ－Ｍａｒｋｏｖ 定理ꎬ它不一

定是最小方差解ꎬ因为在一般情况下

Ｒ ｋ 􀰛Ｅ ｅｋ ｅＴｋ[ ] ＝ Ｃｋ Ａｋ－１ Ｐｘ
ｋ－１｜ ｋ－１ ＡＴｋ－１ ＋ Ｑｋ－１( ) ＣＴｋ ＋

Ｒｋ ＝ Ｃｋ Ｐｘ
ｋ｜ ｋ－１ ＣＴｋ ＋ Ｒｋ ≠ ｃＩ

其中 ｃ 表示正实数ꎮ
２)虚拟未知输入的 ＭＶＵ估计

本节将从新息 ｙ ｋ 中获得虚拟未知输入 ｄ
－

ｋ－１ 的 ＭＶＵ
估计ꎬ通过加权最小二乘估计确定估计值ꎬ其中加权最小

二乘估计的加权矩阵为 Ｒ －１
ｋ ꎮ

定理 ２. 假设 ｘ︿ ｋ－１｜ ｋ－１ 无偏且 Ｒ ｋ 和 ＦＴｋ Ｒ
 －１

ｋ Ｆｋ 正定ꎬ那

么当 Ｍ
－

ｋ ＝ ＦＴｋ Ｒ
 －１

ｋ Ｆｋ( ) －１ ＦＴｋ Ｒ
 －１

ｋ ꎬ其中 Ｆｋ 􀰛 Ｃｋ Ｇ
－

ｋ－１ 时ꎬ

式(７)为已知新息 ｙ ｋ 下 ｄ
－

ｋ－１ 的 ＭＶＵ 估计ꎬ所得虚拟未知

输入估计方差为 Ｐｄ
ｋ－１｜ ｋ ＝ ＦＴｋ Ｒ

 －１
ｋ Ｆｋ( ) －１ ꎮ

证明: 该证明与文献[１７]中定理 ２的证明相似ꎬ因此

省略ꎮ

２.３　 测量更新

考虑通过测量值ｙｋ更新 ｘ︿ ｋ ｜ ｋ－１ꎬ进而计算增益矩阵 Ｌ
－

ｋꎬ

以得 到 ＭＶＵ 状 态 滤 波 器ꎮ 首 先ꎬ 滤 波 器 需 满 足

Ｅ ｘ︿ ｋ｜ ｋ － ｘｋ[ ] ＝ ０ꎬ即

Ｅ ｘ︿ ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｌ
－

ｋ(Ｃｋ Ａｋ－１ ｘ
︿
ｋ－１｜ ｋ－１ ＋ Ｃｋ Ｇ

－

ｋ－１ ｄ
－

ｋ－１ ＋ Ｃｋ ｗｋ－１ ＋[

ｖｋ － Ｃｋ ｘ
︿
ｋ｜ ｋ－１) － Ａｋ－１ ｘｋ－１ － Ｇ

－

ｋ－１ ｄ
－

ｋ－１ － ｗｋ－１ ] ＝ ０ (１１)

因此ꎬ当且仅当 Ｌ
－

ｋ 满足

Ｌ
－

ｋ Ｃｋ Ｇ
－

ｋ－１ － Ｇ
－

ｋ－１ ＝ ０ (１２)

对于所有的 ｄ
－

ｋ－１ ꎬ式(８)都无偏ꎮ 令 Ｌ
－

ｋ 满足式(１２)ꎬ
可得

Ｐｘ
ｋ｜ ｋ ＝ (Ｉ － Ｌ

－

ｋ Ｃｋ)(Ａｋ－１ Ｐｘ
ｋ－１｜ ｋ－１ ＡＴｋ－１ ＋ Ｑｋ－１) ×

(Ｉ － Ｌ
－

ｋ Ｃｋ) Ｔ ＋ Ｌ
－

ｋ Ｒｋ Ｌ
－
Ｔ
ｋ ＝ Ｌ

－

ｋ Ｒ
 

ｋ Ｌ
－
Ｔ
ｋ －

Ｐｘ
ｋ｜ ｋ－１ ＣＴｋ Ｌ

－
Ｔ
ｋ － Ｌ

－

ｋ Ｃｋ Ｐｘ
ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｐｘ

ｋ｜ ｋ－１ (１３)
因此可以通过将矩阵 Ｐｘ

ｋ｜ ｋ 的迹最小化求得增益矩阵

Ｌ
－

ｋ ꎬ进而得到 ＭＶＵ状态滤波器ꎮ
定理 ３. 满足无偏条件式(１２)且使得协方差矩阵 Ｐｘ

ｋ｜ ｋ

的迹最小的增益矩阵 Ｌ
－

ｋ 为

Ｌ
－

ｋ ＝ Ｋｋ ＋ Ｉ － Ｋｋ Ｃｋ( ) Ｇ
－

ｋ－１ Ｍ
－

ｋ (１４)

其中 Ｋｋ ＝ Ｐｘ
ｋ｜ ｋ－１ ＣＴｋ Ｒ

 －１
ｋ ꎮ

证明:使用拉格朗日乘子法来证明此定理ꎮ 令拉格朗

日式

ｔｒａｃｅ Ｌ
－

ｋ Ｒ
 

ｋ Ｌ
－
Ｔ
ｋ － ２ Ｐｘ

ｋ｜ ｋ－１ ＣＴｋ Ｌ
－
Ｔ
ｋ ＋ Ｐｘ

ｋ｜ ｋ－１{ } －

２ｔｒａｃｃｅ Ｌ
－

ｋ Ｃｋ Ｇ
－

ｋ－１ － Ｇ
－

ｋ－１( ) ΛＴｋ{ } (１５)
其中: Λｋ∈Ｒｎ×ｒｋ 是拉格朗日乘子矩阵ꎻ系数“２”是为了符

号表示方便ꎮ 将式(１５)关于 Ｌ
－

ｋ 求导并令所求导数为 ０ꎬ
故有

Ｒ ｋ Ｌ
－
Ｔ
ｋ － Ｃｋ Ｐｘ

ｋ｜ ｋ－１ － Ｃｋ Ｇ
－

ｋ－１ ΛＴｋ ＝ ０ (１６)
式(１６)和式(１２)组成线性系统方程组

Ｒ ｋ － Ｃｋ Ｇ
－

ｋ－１

Ｇ
－
Ｔ
ｋ－１ ＣＴｋ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ｌ
－
Ｔ
ｋ

ΛＴｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＝
Ｃｋ Ｐｘ

ｋ｜ ｋ－１

Ｇ
－

ｋ－１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(１７)

则当且仅当该方程组的系数矩阵非奇异时ꎬ方程组有

唯一解ꎮ 设 Ｒ ｋ 非奇异ꎬ那么当且仅当 ＦＴｋ Ｒ －１
ｋ Ｆｋ 非奇异

时ꎬ系数矩阵非奇异ꎮ 最后ꎬ将式(１７)两侧左乘系数矩阵

的逆ꎬ可得式(１４)ꎬ证毕ꎮ
将式(１４)代入式(８)产生等效状态更新:

ｘ︿ ｋ ｜ ｋ ＝ｘ
︿
ｋ ｜ ｋ－１＋ Ｋｋ＋ Ｉ－ＫｋＣｋ( ) Ｇ

－

ｋ－１Ｍ
－

ｋ[ ] ×(ｙｋ－Ｃｋｘ
︿
ｋ ｜ ｋ－１)

将式(１４)代入式(１３)可得

Ｐｘ
ｋ ｜ ｋ ＝Ｐｘ

ｋ ｜ ｋ－１－ＫｋＲ
 

ｋＫＴｋ ＋(Ｉ－ＫｋＣｋ)×Ｇ
－

ｋ－１Ｐｄ
ｋ－１ ｜ ｋＧ

－
Ｔ
ｋ－１(Ｉ－ＫｋＣｋ) Ｔꎮ

２.４　 ＮＲＴＳＦ 迭代步骤总结

将 ＮＲＴＳＦ总结如下:
１)时间更新

基于无偏估计值 ｘ︿ ｋ－１｜ ｋ－１ 得到 ｋ－１时刻至 ｋ 时刻的状
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态估计值及相应方差阵:
ｘ︿ ｋ ｋ－１ ＝ Ａｋ－１ ｘ

︿
ｋ－１｜ ｋ－１ ꎬ

Ｐｘ
ｋ ｋ－１ ＝ Ａｋ－１ Ｐｘ

ｋ－１｜ ｋ－１ ＡＴｋ－１ ＋ Ｑｋ－１

２)虚拟未知输入估计

求 Ｇｋ－１ 的秩 ｒｋ ꎬ对 Ｇｋ－１ 作满 ｒｋ 秩分解 Ｇｋ－１ ＝ Ｇ
－

ｋ－１ ×

Ｔｋ－１ (若 Ｇｋ－１ 列满秩ꎬ则可取 Ｇ
－

ｋ－１ ＝ Ｇｋ－１ꎬＴｋ－１ ＝ Ｉｍ )ꎬ计

算 ｋ 时刻虚拟未知输入估计值 ｄ
－︿

ｋ－１｜ ｋ 及相应方差阵:

Ｒ ｋ ＝ Ｃｋ Ｐｘ
ｋ ｋ－１ ＣＴｋ ＋ Ｒｋ ꎬ

Ｆｋ ＝ Ｃｋ Ｇ
－

ｋ－１ ꎬ

Ｍ
－

ｋ ＝ ＦＴｋ Ｒ
 －１

ｋ Ｆｋ( ) －１ ＦＴｋ Ｒ
 －１

ｋ ꎬ

ｄ
－︿

ｋ－１｜ ｋ ＝ Ｍ
－

ｋ(ｙｋ － Ｃｋ ｘ
︿
ｋ ｋ－１) ꎬ

Ｐｄ－
ｋ－１｜ ｋ ＝ ＦＴｋ Ｒ

 －１
ｋ Ｆｋ( ) －１ ꎮ

３)测量更新

计算 ｋ 时刻状态估计值 ｘ︿ ｋ｜ ｋ 及相应方差阵:

Ｋｋ ＝ Ｐｘ
ｋ ｋ－１ ＣＴｋ Ｒ

 －１
ｋ ꎬ

Ｌ
－

ｋ ＝ Ｋｋ ＋ Ｉ － Ｋｋ Ｃｋ( ) Ｇ
－

ｋ－１ Ｍ
－

ｋ ꎬ

ｘ︿ ｋ｜ ｋ ＝ ｘ︿ ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｌ
－

ｋ ｙｋ － Ｃｋ ｘ
︿
ｋ｜ ｋ－１( ) ꎬ

Ｐｘ
ｋ｜ ｋ ＝ Ｐｘ

ｋ｜ ｋ－１ － Ｋｋ Ｒ
 

ｋ ＫＴｋ ＋ Ｉ － Ｋｋ Ｃｋ( ) ×

Ｇ
－

ｋ－１ Ｐｄ－
ｋ－１｜ ｋ Ｇ

－
Ｔ
ｋ－１ Ｉ － Ｋｋ Ｃｋ( )Ｔ ꎬ

ｄ︿ ｋ－１｜ ｋ ＝ Ｔ ＋
ｋ－１ ｄ

－︿

ｋ－１｜ ｋ ꎮ

３　 仿真结果分析

为了验证本文提出的 ＮＲＴＳＦ 有效性ꎬ本节采用与杜

涛[１９]一致的示例进行仿真ꎮ
假设线性系统的相关矩阵如下:

Ａ ＝

０.５
０
０
０
０

２
０.２
０
０
０

０
１
０.３
０
０

０
０
０
０.７
０

０
１
１
１
０.１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ꎬ Ｇ ＝

１ ０ ０
０ ０ ０
０
０
０

１
０
０

０
０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ꎬ

Ｃ ＝ Ｉ５ꎬ Ｒ ＝ １０ －４ ×

１ ０ ０ 　 ０.５ ０　
０ １ ０ ０ ０.３
０
０.５
０

０
０
０.３

１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ꎬ

Ｑ ＝ １０ －３ ×

１ ０ ０ ０ ０
０ １ ０.５ ０ ０
０
０
０

０.５
０
０

１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ꎮ

仿真中所考虑的未知输入为ｄｋ ＝ ｄ１ｋ ｄ２ｋ ｄ３ｋ[ ] Ｔꎬ系

统状态为ｘｋ ＝ ｘ１ｋ ｘ２ｋ ｘ３ｋ ｘ４ｋ ｘ５ｋ[ ]
Ｔꎬ其中ｄ１ｋ、ｄ２ｋ 和

ｄ３ｋ的具体形式见图 １ꎮ
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图 １　 未知输入 ｄｋ 的实际值

　 　 图 ２是应用 ＮＲＴＳＦ得到的未知输入估计结果图ꎮ 从

中可以看出 ＮＲＴＳＦ能够估计未知输入 ｄ１ｋ、ｄ２ｋ ꎬ但是对未

知输入 ｄ３ｋ 没有估计效果ꎬ造成这一现象的原因是系数矩

阵 ＧＫ 不满秩ꎮ 因此未知输入 ｄ３ｋ 没有影响到系统状态ꎬ进
而导致量测值中没有未知输入 ｄ３ｋ 的信息ꎮ
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2

0 100 200 300 400 500
-2

0

2
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1
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t/!

d
d

d

图 ２　 未知输入 ｄｋ 的估计值

图 ３和图 ４分别是应用 ＮＲＴＳＦ得到的系统状态的估

计结果图和系统状态估计误差结果图ꎬ由于未知输入分别

加在前 ３个系统状态分量ꎬ所以图中分别给出了前 ３个系

统状态 ｘ１ｋ 、 ｘ２ｋ 和 ｘ３ｋ 的真实值、估计值以及估计误差ꎬ由
图 ３和图 ４可以看出状态估计值都能够跟踪状态真实值ꎮ
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图 ３　 系统状态及其估计值
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图 ４　 系统状态估计误差
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４　 结语

本文针对系统方程含有未知输入的情况ꎬ讨论了同时

估计未知输入和状态的问题ꎬ针对经典滤波器的不足ꎬ提
出一种新的三步迭代滤波器ꎬ其可以解决系统方程中未知

输入系数矩阵不满秩时ꎬ经典滤波器无法使用的问题ꎮ 仿

真结果表明ꎬ新滤波器能够有效估计未知输入及系统

状态ꎮ
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