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最优阶次多项式响应面法及其在模型修正中的应用
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摘　 要:提出一种构造最优阶次多项式响应面方法ꎬ通过多元回归分析参数对响应不同阶次下

的拟合精度与显著度ꎬ建立判断多项式各参数最优拟合阶次的方法ꎬ解决了常规多项式响应面

法中阶次固定且统一的限制ꎬ提升了代理模型的精度ꎮ 将响应面法应用于有限元模型修正中ꎬ
建立基于最优阶次响应面法有限元模型修正的理论框架ꎬ提高了修正的效率ꎬ并保证了修正后

模型的精度ꎮ 以功能函数为例ꎬ验证了最优阶次多项式响应面法可实现更高精度的模型替代ꎮ
以 ＧＡＲＴＥＵＲ 飞机的实测模态修正初始有限元模型ꎬ阐述了响应面构建以及模型修正的过程ꎬ
并有效修正了初始模型误差ꎬ减少了经典模型修正迭代中调用有限元软件计算灵敏度的时间ꎬ
证明了最优阶次多项式响应面可成功应用于有限元模型修正中ꎮ
关键词:最优阶次ꎻ多项式ꎻ响应面法ꎻ有限元模型修正
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０　 引言

有限元方法是一种运用离散思想对连续性问题进行

近似求解的数值方法ꎬ在工程领域中应用广泛[１] ꎮ 实际

工程问题中由于边界条件、连接等简化建模ꎬ模拟参数常

常存在误差ꎬ有限元模型往往不能准确反映真实模型情

况ꎮ 因此有限元模型( ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌꎬ ＦＥＭ)修正技

术应运而生ꎬ旨在通过试验数据修正有限元模型ꎬ从而获

得更符合真实情况的有限元模型ꎮ 经典参数型模型修正

理论中的迭代计算需反复调用有限元软件ꎬ尤以灵敏度矩

阵的计算耗费大量时间[２] ꎬ因此在处理实际工程问题时

存在计算效率低的问题ꎮ 为了减少计算耗时同时保证计

算精度ꎬ响应面法( ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｍｅｔｈｏｄꎬ ＲＳＭ)开始应

用于模型修正领域ꎮ 响应面法是统计学中的综合试验技

术ꎬ通过拟合初始模型中输入与输出之间的隐式关系ꎬ获
得具有显式函数关系的响应面模型[３] ꎮ 采用响应面法将

初始模型简化为代理模型进行的修正计算ꎬ避免了灵敏度

矩阵模块的调用ꎬ简化了输入、输出间的软件计算ꎬ对动力

学分析和优化具有重要意义ꎮ
响应面发展出多种近似方法ꎬ例如多项式法、神经网

络法、径向基法等ꎮ 针对不同问题背景选取合适的响应面

建立方法ꎬ有益于提高代理模型精度ꎮ 相较于其他响应面

近似方法ꎬ多项式法因其计算更简便、可处理大多数非线

性问题的优势而得到了广泛应用[４] ꎮ 常规的多项式响应

面法通常采用二阶完全多项式进行构建ꎬ阶次和变量形式

􀅰３９􀅰



􀅰信息技术􀅰 王涵ꎬ等􀅰最优阶次多项式响应面法及其在模型修正中的应用

固定ꎬ存在精度较低、无法准确反映高阶模型的缺点[２] ꎮ
面对非线性程度较高的输入、输出ꎬ可以通过适当提升多

项式阶次来达到更精确的拟合ꎮ 然而随着阶次增高ꎬ参数

组成的变量将呈指数爆炸增长ꎻ各交叉项[５]的显著度存

在差异ꎬ取舍不当会影响拟合效果ꎻ最高阶次选择不当ꎬ易
产生过拟合的问题ꎬ且传统多项式中所有参数拟合阶次相

同ꎬ忽略了不同参数对输出映射之间的差异ꎮ 因此盲目采

用高阶完全多项式ꎬ可能出现计算时间增长、模型精度下

降等情况ꎬ违背了使用代理模型的初衷ꎮ 同时ꎬ代理模型

的精度较低时ꎬ会引发模型修正误差的增大ꎬ因此建立高

精度的响应面模型是其应用于模型修正的前提ꎮ 综上ꎬ可
以探寻一种区分不同参数对输出的最优阶次ꎬ使得参数间

的拟合阶次不再固定的多项式响应面构造方法ꎬ并将其应

用于模型修正领域ꎮ
本文在此提出一种最优阶次多项式响应面的构造方

法ꎬ在传统 ２阶多项式基础上提升并区分了参数对响应的

拟合阶次ꎬ以突破阶次固定统一的限制ꎬ提升代理模型的

精度ꎮ 同时将改进的响应面法应用于模型修正领域ꎬ以解

决经典修正过程中耗时长的问题ꎬ并保证修正结果的精

度ꎮ 本文首先阐述了最优阶次响应面的构造方法ꎬ包括最

优阶次判定、多项式构造以及精度检验ꎬ接着建立了运用

最优阶次响应面进行模型修正的基本理论ꎮ 以功能函数

为例ꎬ采用改进后的响应面有效实现了函数模型的还原ꎻ
以 ＧＡＲＴＥＵＲ飞机模型为例ꎬ 以真实试验数据为目标值ꎬ
利用基于最优阶次多项式响应面法的有限元模型修正方

法对弹簧单元刚度等 ３个设计参数进行了有效修正ꎮ

１　 基本理论

获得高精度响应面模型的基础是试验设计ꎬ即选择合

适的结构模型参数试验样本点ꎬ使响应面拟合函数在整个

参数空间内能最有效地描述参数和响应之间的隐式关系ꎮ
试验设计方法包括析因实验设计、中心复合设计 (ＣＣＤ)
以及 Ｂｏｘ－Ｂｅｈｎｋｅｎ设计等ꎮ 建立参数与响应间的显式关

系即对样本进行拟合ꎮ 常规的多项式拟合一般采用 ２ 阶

完全多项式ꎬ表达式如下:

ｙ ＝ α０ ＋∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｘｉ ＋∑

ｍ

ｉ ＝ １
α ｉｉ ｘ２ｉ ＋ ∑

ｍ

ｉꎬｊ( ｉ < ｊ)
α ｉｊ ｘｉ ｘ ｊ (１)

其中α０、αｉ、αｉｉ、αｉｊ为多项式系数ꎮ 为了更适应于样本特

性ꎬ提升拟合效果ꎬ可以通过判断单个参数对响应的最优

拟合阶次ꎬ构造一种区分参数拟合阶次的多项式响应面ꎬ
具体理论如下ꎮ

１.１　 最优阶次判定

最优阶次是指样本数据中单参数对响应的最佳拟合

阶次ꎮ 设有 ｍ 个参数与 ｎ 个响应ꎬ共判断 ｍ×ｎ 个最优阶

次ꎮ 单参数 ｘ 对单响应 ｙ 的最优阶次ꎬ通过逐阶增添回归

变量中幂次项的多元回归对比分析ꎮ
设阶次判定上限为 ｋꎬ从第 ２ 阶起ꎬ幂次项每增加 １

阶ꎬ建立共 ｋ－１个回归方程ꎮ 各阶回归方程见式(２)ꎮ

ｙ ＝ ａ０ ＋ ａ１ｘ ＋∑
ｔ

ｉ ＝ ２
ａｉ ｘｉ 　 ( ｔ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｋ) (２)

其中 ａ０、ａ１、ａｉ为系数ꎮ 共得到 ｋ－１个回归函数ꎬ即单变量

对单响应的 ２－ｋ 阶回归函数组ꎮ
最佳拟合函数的选择采用拟合优度与显著 Ｆ 检验结

合的方法ꎮ 拟合优度指回归函数对观测值的拟合程度ꎬ由
可决系数 Ｒ２ 来度量ꎮ Ｒ２ 的值越接近 １ꎬ回归函数对样本

值的拟合程度越好ꎮ 显著性 Ｆ 检验则为判定回归假设为

０的概率ꎬ并用 ｐ 值来量化ꎮ ｐ 值越小ꎬ则越拒绝ꎬ即回归

越可靠ꎮ 为保证整体回归的精度和回归系数的显著ꎬ将两

种指标结合ꎬ取判定指标 δ:
δ＝Ｒ２－ｐ (３)

其中:Ｒ２ 为可决系数ꎻｐ 为显著性概率ꎬ可通过拟合工具软

件计算ꎮ 对每阶回归函数进行相应 δ 值计算ꎬ可建立 ｋ－１
维数组 Ｄ:

Ｄ＝ δ１ꎻδ２ꎻδ３ꎻ􀆺ꎻδｋ－１[ ] (４)
Ｄ 最大值对应的拟合函数回归精度最高ꎬ回归系数最

显著ꎬ其幂次项最高阶次即为单参数对单响应的最优拟合

阶次 τ:
δｉ ＝Ｄｍａｘ (５)

τ＝ ｉ＋１　 (τ≥２) (６)
通过对每个参数和响应进行阶次 τ 判断ꎬ组成最优阶

次矩阵 Ｏｒｄ:

Ｏｒｄ ＝

τ１１ τ１２ 􀆺 τ１ ｍ
τ２１ τ２２ 􀆺 τ２ｎ
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
τｍ１ τｍ２ 􀆺 τｍｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

(７)

Ｏｒｄ针对不同参数对不同响应的阶次做到了逐个区

分ꎬ但由于试验设计获取的样本数据通常没有进行单变量

控制ꎬ最优阶次的判定并不能反映参数与响应之间的物理

特性关系ꎮ

１.２　 多项式响应面构造

由于不同参数之间阶次存在差异ꎬ高阶交叉项的组合

也变得十分复杂ꎬ固定形式的多项式不再适用ꎮ 为了保证

多项式构造方法的简便性ꎬ在式(１)的基础上ꎬ增添所有

参数的 ２阶及 ２阶以上幂次项ꎬ形式如下:

ｙ ＝ α０ ＋∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｘｉ ＋ ∑

ｍ

ｉꎬｊ( ｉ < ｊ)
α ｉｊ ｘｉ ｘ ｊ ＋∑

ｍ

ｉ ＝ １
(∑

τ ｉ

ε ＝ ２
β ｉε ｘεｉ )

(８)
其中:α０、αｉ、αｉｊ为多项式系数ꎻβｉ ε为参数 ｉ 的第 ε 幂次项

系数ꎮ 若 Ｏｒｄ各项均为 ２ꎬ则最优阶次多项式即为 ２ 阶完

全多项式ꎮ
根据式(７)－式(８)ꎬ共构造 ｎ 个响应的多项式函数ꎬ

代入样本点计算得相应系数值后ꎬ该组函数表达式即为最

优阶次多项式响应面模型 Ｙ:
Ｙ＝ ｙ１ꎻｙ２ꎻｙ３ꎻ􀆺ꎻｙｎ[ ] (９)

最优阶次多项式实现了参数间阶次的提升与区分ꎬ避
免了高阶交叉项的复杂组合ꎬ突破了固定的阶次和变量形

式ꎬ在提高精度的同时控制了计算量ꎮ 初步建立响应面模

型后需进行精度检验ꎮ

１.３　 精度检验

响应面模型可以从两方面检验精度ꎬ一是统计意义
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上ꎬ可将拟合优度可决系数 Ｒ２或均方误差 ＭＳＥ作为检验标

准ꎮ Ｒ２值越接近 １ꎬ得到的响应面模型越接近有限元模

型ꎻＭＳＥ则正好相反:

Ｒ２ ＝ １ －
∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｙｒｓ( ｉ) － ｙ( ｉ)[ ] ２

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｙ( ｉ) － ｙ

－
( ｉ)[ ] ２

(１０)

ＭＳＥ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｙｒｓ( ｉ) － ｙ( ｉ)[ ] ２ (１１)

其中:ｙｒｓ代表响应面模型的计算值ꎻｙ 代表真值即有限元

计算结果ꎻｙ
－
代表真值的平均值ꎻＮ 为样本数量ꎮ

二是从力学角度进一步验证ꎬ这部分可以结合其在有

限元模型修正中的应用来进行ꎮ
最优阶次多项式响应面在构建过程中非常依赖样本

数据ꎬ不同数据可能得到不同阶次判定结果ꎮ 当精度检验

结果不够理想时ꎬ应返回重新进行试验设计ꎮ

１.４　 模型修正中的应用

应用响应面法进行模型修正时ꎬ模型修正可看作优化

问题:
ｍｉｎ Ｒ(Ｘ) ２

２ꎬＲ(Ｘ)＝ Ｙ ｅ－Ｙ(Ｘ)
ｓｔ.ＶＬＢ≤Ｘ≤ＶＵＢ (１２)

其中:Ｘ 为待修正参数ꎻＹｅ为试验值ꎻＹ(Ｘ)为响应面计算

值ꎻＶＬＢ和 ＶＵＢ为 Ｘ 的设计范围ꎮ 求解如下:
Ｒ＝ＳΔＸ (１３)

其中:Ｒ 为响应残差ꎻＳ 为灵敏度ꎻΔＸ 为参数残差ꎮ 有限

元软件中灵敏度采用 Ｎｅｌｓｏｎ 法计算[６] ꎬ而响应面模型建

立后可跳过有限元软件的调用ꎬ利用拟合函数的偏导计算

灵敏度ꎬ求解如下:

Ｓ＝

∂ｙ１
∂ｘ１

∂ｙ１
∂ｘ２

􀆺
∂ｙ１
∂ｘｍ

∂ｙ２
∂ｘ１

∂ｙ２
∂ｘ２

􀆺
∂ｙ２
∂ｘｍ

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
∂ｙｎ
∂ｘ１

∂ｙｎ
∂ｘ２

􀆺
∂ｙｎ
∂ｘｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

(１４)

修正后若误差收敛ꎬ则修正完成ꎬ否则需重新进行试

验设计构造响应面ꎮ 将修正后参数值代入初始有限元模

型中ꎬ获得修正后的有限元模型ꎮ 最优阶次多项式响应面

法应用于有限元模型修正的流程总结如图 １所示ꎮ

２　 算例

２.１　 功能函数

功能函数[７]定义如下:

Ｙ(Ｘ１ꎬＸ２)＝ ０.８ｒ＋０.３５ｓｉｎ
２.５πｒ
　 ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ×[１.５ｓｉｎ (１.３θ)]

其中:Ｘ１∈(０ꎬ１)ꎻＸ２∈(０ꎬ１)ꎮ
功能函数响应面如图 ２所示ꎮ
通过拉丁超试验设计ꎬ获取 ２０组样本点ꎬ以此进行改
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图 １　 最优阶次多项式响应面法应用于

有限元模型修正流程图
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图 ２　 功能函数响应面

进前后两种响应面的拟合ꎮ 经过式(１)计算ꎬ建立 ２ 阶完

全多项式响应面ꎬ如图 ３所示ꎮ
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图 ３　 ２ 阶完全多项式回归响应面

构造最优阶次多项式响应面ꎬ设定阶次判定上限 ｋ
为 ５ꎬ 经 过 式 ( ２ ) － 式 ( ７ ) 计 算ꎬ 获 得 阶 次 矩 阵

Ｏ ｒｄ:Ｏｒｄ ＝[４ ５]ꎮ
矩阵中显示ꎬ参数 １ 对响应的阶次提高到 ４ꎬ参数 ２

对响应的阶次提高到 ５ꎮ 接下来根据式(８) －式(９)建立

最优阶次多项式响应面 Ｙꎬ如图 ４所示ꎮ
两种响应面初步建立后ꎬ可以从图像上直观看出ꎬ最

优阶次多项式更好地还原了功能函数的趋势分布ꎬ但在边

界角点处仍存在可见差异ꎮ 分析认为是由于拉丁超试验
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图 ４　 最优阶次多项式回归响应面

设计方法中遵循分层概率区间取样ꎬ样本点落在角点边界

附近较少ꎬ影响了边界处的拟合精度ꎮ
以 Ｒ２和 ＭＳＥ为统计指标对两种响应面的精度进行检

验ꎬ相关计算见式(１０)－式(１１)ꎮ 数据对比见表 １ꎮ

表 １　 两种多项式响应面模型精度对比

ＲＳＭ Ｒ２ ＭＳＥ

最优阶次 ０.９８７ ６ ０.００１ ７

２阶完全 ０.７６４ ８ ０.０３２ ８

　 　 表 １数据显示ꎬ最优阶次多项式响应面的拟合优度非

常逼近于 １ꎬ相较于 ２阶完全多项式提升了 ２９.１％ꎬ且 ＭＳＥ
更加趋近于 ０ꎮ 表明该改进的响应面具有更高的精度ꎬ更
真实地还原了功能函数ꎮ 由于样本点处均达到了良好拟

合ꎬ所以角点的误差并未影响整体精度ꎮ

２.２　 ＧＡＲＴＥＵＲ 飞机

ＧＡＲＴＥＵＲ 飞 机 模 型 为 法 国 国 家 航 天 研 究 院

(ＯＮＥＤＲ)设计制造ꎬ被定为评估有限元模型修正技术的

基础模型ꎮ 该飞机具有机身、机翼、平尾和垂尾 ４ 个主体

部分ꎬ材料主体为铝ꎬ翼展长 ２ ｍ、机身长 １.５ ｍꎬ总质量

３８. ３ ｋｇꎮ ＧＡＲＴＥＵＲ 模 型 照 片 如 图 ５ 所 示ꎬ 建 立

ＧＡＲＴＥＵＲ初始有限元模型如图 ６所示ꎮ

图 ５　 ＧＡＲＴＥＵＲ 模型

x
z

y

1

3
2

图 ６　 ＧＡＲＴＥＵＲ 有限元模型

初始有限元模型共 ４６ 个二维梁单元ꎬ包含 ４ 种梁属

性ꎬ分别为机身的梁单元、机翼的梁单元、平尾的梁单元以

及垂尾的梁单元ꎮ 另有 ８ 个弹簧元ꎬ包含 ５ 种弹簧元属

性ꎬ如图 ６所示ꎬ包括在机翼与机身连接处 １ꎬ用于模拟

左、右机翼对机身绕 ｘ 轴方向抗弯强度的弹簧单元ꎻ在垂

尾与机身的连接处 ２ꎬ分别用于模拟垂尾绕 ｘ 轴和绕 ｚ 轴
方向抗弯强度的两种弹簧单元ꎻ在平尾与垂尾的连接处

３ꎬ分别用于模拟垂尾绕 ｘ 轴和绕 ｙ 轴方向抗弯强度的两

种弹簧单元ꎮ 有限元模型共 ５２ 个节点ꎬ３１２ 个自由度ꎮ
对 ＧＡＲＴＥＵＲ模型进行有限元分析ꎬ其前 ５阶固有频率见

表 ２ꎮ

表 ２　 初始有限元模型前 ５ 阶固有频率

单位:Ｈｚ　

阶次 １ ２ ３ ４ ５

频率 ７.０７ １１.４４ １９.７０ ２７.９２ ２９.５９

　 　 其中第 １阶主要为机翼绕 ｘ 向的一弯ꎬ第 ２阶主要为

垂尾绕 ｘ 向一弯ꎬ第 ３ 阶主要为垂尾绕 ｙ 向的一弯ꎬ第 ４
阶主要为机翼绕 ｘ 向的反对称二弯和平尾绕 ｚ 向转动的

组合ꎬ第 ５阶主要为平尾绕 ｚ 向的转动ꎮ
根据实测试验结果ꎬ模型的实测前 ５阶固有频率与有

限元计算值存在误差ꎬ目标值与初始值的相关数据对比见

表 ３ꎮ

表 ３　 前 ５ 阶固有频率目标值与初始值对比

阶次 目标值 / Ｈｚ 初始值 / Ｈｚ 误差 / ％

１ 　 ６.８７ 　 ７.０７ －２.９３

２ １１.２６ １１.４４ －１.６０

３ ２１.４４ １９.７０ ８.１４

４ ２６.６２ ２７.９２ －４.８７

５ ２９.５９ ２９.５９ －０.０２

　 　 为修正频率误差ꎬ应选取合适参数对有限元模型进行修

正ꎮ 考虑到连接刚度不易准确建模ꎬ在此选取机翼与机身连

接处绕 ｘ 向转动的连接刚度 ｐｅｌａｓ１１、平尾和垂尾连接处绕 ｙ
向转动的连接刚度 ｐｅｌａｓ１５、与垂尾与机身连接处绕 ｘ 向转动

的连接刚度 ｐｅｌａｓ１６三个弹簧单元刚度作为三个待修正参数ꎬ
位置如图 ６所示ꎬ初始建模数据如表 ４所示ꎮ

表 ４　 弹簧单元刚度初始建模值

弹簧单元 １１ １５ １６

刚度×１０６ / (Ｎ / ｒａｄ) ３.０ ２.６ １.７

　 　 依据图 １流程ꎬ对 ＧＡＲＴＥＵＲ模型进行基于最优阶次

多项式响应面法的模型修正ꎮ 下文中将把 ３ 种弹簧单元

简称为 ３个参数ꎬ５阶固有频率简称为 ５个响应ꎮ
设定 ３个参数合理的设计范围ꎬ分别为:[１.８ꎬ４.２]、

[１.５６ꎬ３.６４]、[１.０２ꎬ２.３８]ꎮ 以 ５阶固有频率为响应ꎬ进行

中心复合试验设计ꎬ获得 １５ 组样本数据ꎮ 结合工程实际

情况ꎬ设定阶次判定上限 ｋ 为 ５ꎮ 经过式(２)－式(７)计算ꎬ
获得最优阶次矩阵 Ｏｒｄ:

􀅰６９􀅰



􀅰信息技术􀅰 王涵ꎬ等􀅰最优阶次多项式响应面法及其在模型修正中的应用

Ｏｒｄ ＝
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４ ２ ２
２ ３ ４
２ ２ ３
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结果显示ꎬ参数 １对响应 ２、响应 ３ 的阶次提高到 ４ꎬ
参数 ２对响应 ４的阶次提高到 ３ꎬ参数 ３对响应 １、响应 ４、
响应 ５的阶次分别提高到 ４、４、３ꎮ 接下来根据式(８) －
式(９)建立最优阶次多项式响应面 Ｙꎮ

在此选取第 ４阶固有频率作为典型响应进行回归响

应面绘制ꎬ见图 ７、图 ８ꎮ 响应面模型计算第 ４阶固有频率

范围为[２５ꎬ２９] Ｈｚꎬ真实试验数据中第 ４ 阶固有频率为

２６.６２ Ｈｚꎬ说明参数上下限取值范围合理ꎮ
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图 ７　 第 ４ 阶固有频率对参数 １、参数 ３
回归响应面
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图 ８　 第 ４ 阶固有频率对参数 ２、参数 ３
回归响应面

根据式(１４)ꎬ对初步建立响应面模型进行参数灵敏

度计算ꎬ结果如图 ９所示ꎮ
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图 ９　 响应面模型灵敏度计算结果

响应面初步建立后ꎬ以 Ｒ２为指标对最优阶次多项式

响应面的精度进行检验ꎬ相关计算见式(１０)ꎮ 同时以同

组样本数据建立 ２阶完全多项式响应面ꎬ将其精度作为对

照ꎬ数据对比如表 ５ꎮ

表 ５　 两种多项式响应面模型精度对比

响应 １ ２ ３ ４ ５

最优阶次 ０.９９９ ９ ０.９９８ ２ ０.９９９ ９ ０.９９９ ９ ０.９９１ １

２阶完全 ０.９９９ ９ ０.９９５ ７ ０.９９９ ９ ０.９９９ ９ ０.９８５ ５

　 　 表 ５数据显示ꎬ最优阶次多项式响应面的 ５个响应拟

合优度都非常逼近于 １ꎬ表明该响应面完成了良好的数据

拟合ꎬ且在部分阶次中最优阶次多项式模型较 ２阶完全多

项式拟合优度略有提升ꎬ表明该响应面模型具有更高的精

度ꎮ 由于该算例模型简单ꎬ参数较少ꎬ运用 ２ 阶完全多项

式拟合也可达到较高精度ꎬ且两种响应面间参数阶次差异

较小ꎬ因此精度提升空间并不高ꎮ
接下来利用真实试验数据对最优阶次多项式响应面

模型进行修正ꎮ 相关数据代入式(１２)－式(１４)ꎬ经过 ４次
迭代计算后误差收敛ꎬ获得修正后结果ꎮ 修正前后参数值

对比见表 ６ꎬ修正前后响应值对比见表 ７ꎮ

表 ６　 修正前后参数值对比

弹簧单元
修正前

×１０６ / (Ｎ / ｒａｄ)
修正后

×１０６ / (Ｎ / ｒａｄ) 误差 / ％

１１ ３.００ ２.４２ －１９.３

１５ ２.６０ ２.８２ ８.５

１６ １.７０ １.３６ －２０.０

表 ７　 修正前后响应值对比

阶次 目标值 / Ｈｚ
修正前

数值 / Ｈｚ 误差 / ％

修正后

数值 / Ｈｚ 误差 / ％

１ ６.８７ ７.０７ －２.９３ ６.６５ ３.１３

２ １１.２６ １１.４４ －１.６０ １１.１１ １.３６

３ ２１.４４ １９.７０ ８.１４ ２０.７２ ３.３７

４ ２６.６２ ２７.９２ －４.８７ ２６.８０ －０.６９

５ ２９.５９ ２９.５９ －０.０２ ２９.７１ －０.４２

　 　 表 ６数据显示ꎬ参数修正后变化幅度在 ２０％以内ꎬ没
有超出参数设计变化范围ꎮ 表 ７数据显示ꎬ频率的平均误

差从修正前的 ３.５２％下降到修正后的 １.７９％ꎬ说明最优多

项式响应面模型可以在模型修正中进行有效的模型替代

和良好的优化计算ꎮ 其中响应 １ 和响应 ５ 的误差略有放

大ꎬ分析是由于部分参数灵敏度趋近 ０ꎬ可能引起矩阵奇

异、误差不收敛的情况ꎮ
为进一步检验最优阶次多项式响应面在模型修正中

的结果精度ꎬ在此进行 ３ 种修正情况的对比:不使用响应

面的经典模型修正ꎬ使用 ２阶完全多项式响应面的模型修

正以及使用最优阶次多项式响应面的模型修正ꎮ 达到误

差收敛时 ３种修正方法分别迭代了 ８ 次、２ 次和 ４ 次ꎮ 相

关数据对比见表 ８ꎮ
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　 　 　 表 ８　 ３ 种修正情况的结果误差对比　 单位:％

阶次 修正前 不使用响应面
２阶完全多
项式响应面

最优阶次多
项式响应面

１ －２.９３ １.０７ ５.３７ ３.１３

２ －１.６０ ０.７８ １.４４ １.３６

３ ８.１４ ７.７２ ７.８５ ３.３７

４ ４.８７ －２.７１ －０.８７ －０.６９

５ ０.０２ －１.７９ －０.９８ －０.４２

　 　 表 ８数据显示ꎬ初始有限元模型修正前的平均误差为

３.５２％ꎬ不使用响应面修正的平均误差为 ２.８１％ꎬ使用 ２阶
完全多项式响应面模型修正的平均误差为 ３.３０％ꎬ而使用

最优阶次多项式响应面模型修正的误差达到 １.７９％ꎬ表明 ３
种修正方法都可以有效修正初始模型频率的误差ꎮ ３种修

正方法中都存在少数响应误差放大的情况ꎬ因为部分参数

灵敏度接近于 ０ꎬ会产生矩阵奇异误差不收敛的情况ꎮ 对

比可得:１)修正中使用响应面与不使用响应面相比ꎬ无需调

用有限元软件ꎬ且迭代次数下降ꎮ 但 ２阶多项式响应面修

正结果误差较不使用响应面的修正结果有所提高ꎬ分析认

为是代理模型的精度不够而引发了误差ꎮ ２)使用最优阶

次多项式响应面与完全 ２阶多项式响应面相比ꎬ迭代次数

少量增加ꎬ但修正结果更接近真实数据ꎬ并且少数响应误差

放大情况得到了改善ꎬ计算效率和修正结果精度更高ꎮ

３　 结语
本文提出了一种最优阶次多项式响应面法的构建方

法ꎬ解决了常规多项式响应面法阶数限制的问题ꎬ区分了

多项式中不同参数间的阶次特性ꎬ提高了响应面模型的精

度ꎮ 将改进的响应面法应用于模型修正中ꎬ降低了经典修

正过程中反复调用有限元软件灵敏度模块消耗的计算量ꎬ
减少了由于代理模型精度不够引发的修正结果误差ꎮ 数

值算例表明该改进响应面法可以提高传统响应面的精度ꎻ
ＧＡＲＴＥＵＲ算例表明该响应面法可以成功应用于模型修

正领域ꎬ并通过提高代理模型的精度而有效减少修正误

差ꎬ提高修正效率ꎬ具有良好的应用前景ꎮ
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图 ４　 齿轮支撑刚度对输出端均载系数影响

由图 ４可知ꎬ输出端均载系数 ΩＵ随着输入齿轮支撑刚

度的增大而变大ꎬ均载性能变差ꎻ惰轮、面齿轮支撑刚度变化

时ꎬ输出端均载系数 ΩＵ波动很小ꎬ均载性能变化不大ꎮ

４　 结语

本文建立了同轴面齿轮传动系统弯扭耦合动力学模

型ꎬ定义了系统动力学均载系数计算方法ꎬ开展了支撑刚

度对系统动态均载特性的影响分析ꎬ结论如下:
１)输入齿轮支撑刚度对系统输入、输出端均载系数

均影响较大ꎬ适当降低输入齿轮支撑刚度有利于改善系统

的均载性能ꎮ

２)惰轮支撑刚度对系统输入端均载系数影响较大ꎬ
对输出端均载系数影响较小ꎮ

３)面齿轮支撑刚度变化对系统输入、输出端均载系

数均影响很小ꎬ系统均载性能变化不大ꎮ
参考文献:
[１] 任薇. 面齿轮－圆柱齿轮两次分流传动系统的设计及均载特

性研究[Ｄ]. 南京:南京航空航天大学ꎬ２０１７:７￣８.
[２] 赵永志. 圆柱齿轮分扭并车传动系统动力学建模及弹性辐板

均载研究[Ｄ]. 西安:西北工业大学ꎬ２０１５:８￣９.
[３] ＦＩＬＬＥＲ Ｒ Ｒꎬ ＨＥＡＴＨ Ｇ Ｆꎬ ＳＬＡＵＧＨＴＥＲ Ｓ Ｃꎬ ｅｔ ａｌ. Ｔｏｒｑｕｅ

ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｂｙ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒｉｃ ｆａｃｅ ｇｅａｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ [ Ｃ ] / / ５８ｔｈ
Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒ Ｓｏｃｉｅｔｙ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ａｎｎｕａｌ Ｆｏｒｕｍ.
Ａｌｅｘａｎｄｒｉａꎬ ＵＳＡ: Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒ Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ ２００２:１￣１７.

[４] ＨＥＡＴＨ Ｇ Ｆꎬ ＦＩＬＬＥＲ Ｒ Ｒꎬ ＴＡＮ Ｊ. Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ｆａｃｅ ｇｅａｒ
ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ｆｏｒ ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ ａｎｄ ａｅｒｏｓｐａｃｅ ｐｏｗｅｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ[ Ｒ].
Ｗａｓｈｉｎｇｔｏｎ Ｄ. Ｃ. :ＮＡＳＡ / ＣＲꎬ ２００２:１４￣７８.

[５] ＬＩ ＺꎬＬＩ ＳꎬＴＡＮＧ Ｘꎬｅｔ ａｌ. Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｉｎｐｕｔ ｐｉｎｉｏｎ ｆｌｏａｔｉｎｇ ｏｎ
ｃｏｎｃｅｎｔｒｉｃ ｆａｃｅ ｇｅａｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｓｔａｔｉｃ ｌｏａｄ ｓｈａｒｉｎｇ [ Ｊ ] .
Ｖｉｂｒｏｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｐｒｏｃｅｄｉａꎬ２０１９ꎬ２８:２３６￣２４０.

[６] 赵宁ꎬ李旺ꎬ郭辉ꎬ等. 某型直升机同轴面齿轮分扭传动均载
研究[Ｊ] . 机械传动ꎬ２０２０ꎬ４４(５):１０￣１７.

[７] 李旺ꎬ赵宁ꎬ蔺彦虎ꎬ等. 同轴面齿轮分扭传动的动态均载特
性[Ｊ] . 西安交通大学学报ꎬ２０２０ꎬ５４(９):１０９￣１１６.

[８] ＹＵＲＩＹ ＧＭＩＲＹＡꎬ ＳＨＵＬＩＮ Ｈꎬ ＧＲＥＧＯＲＹ Ｂꎬ ｅｔ ａｌ. Ｌｏａｄ ｓｈａｒｉｎｇ
ｔｅｓｔ ｏｆ ｔｈｅ ＣＨ－５３Ｋ ｓｐｌｉｔ ｔｏｒｑｕｅ ｍａｉｎ ｇｅａｒｂｏｘ[Ｃ]. Ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ
Ｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒ Ｓｏｃｉｅｔｙ ６５ｔｈ Ａｎｎｕａｌ Ｆｏｒｕｍ. Ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒ
Ｓｏｃｉｅｔｙ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌꎬ Ｇｒａｐｅｖｉｎｅ Ｔｅｘａｓꎬ ２００９: ９７７￣９８６.

收稿日期:２０２０ １１ １０

􀅰８９􀅰


