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摘　 要:为实现对径向波箔轴承箔片变形的更准确分析ꎬ基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁单元建立箔片变形

模型ꎬ在考虑库仑摩擦效应影响的基础上ꎬ计算不同载荷下箔片模型的变形ꎬ并与文献中的

Ｈｅｓｈｍａｔ公式、Ｉｏｒｄａｎｏｆｆ公式以及 ＮＤＯＦ模型的计算结果进行对比ꎬ验证 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型计

算的准确性ꎻ改变摩擦系数的大小计算不同情况下的箔片变形ꎬ发现摩擦系数越大ꎬ箔片变形

越小ꎬ而且两种摩擦系数的影响基本相同ꎻ通过静特性的求解得到了剪切刚度对轴承性能的影
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０　 引言

最近 ３０年来ꎬ以波箔轴承为代表的弹性箔片轴承越

来越被关注和研究ꎬ波箔轴承的复杂箔片结构形式和受力

变形方式以及轴承运行过程中的气热弹耦合问题使其理

论模型的建立变得十分困难ꎬ很难准确预测轴承的静动态

特性[１] ꎮ
１９７５年ꎬＷＡＬＯＷＩＴ Ｊ Ａ等人最早建立了波箔轴承箔

片变形模型ꎬ考虑了波箔片与轴承套之间的摩擦ꎬ将箔片

变形与 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ方程耦合求解[２] ꎮ １９８３ 年ꎬＨＥＳＨＭＡＴ Ｈ
等人忽略摩擦ꎬ将波箔结构视为线性弹簧、波箔刚度分布

平均ꎬ引入箔片变形系数ꎬ给出计算箔片变形的 Ｈｅｓｈｍａｔ
公式[３] ꎮ １９９９年ꎬＬＯＲＤＡＮＯＦＦ Ｉ 考虑了波箔片与轴承套

之间的摩擦ꎬ给出了固定端和自由端波纹的刚度计算公

式[４] ꎮ 不足的是ꎬ这些计算公式都没有考虑平箔片在相

邻波纹之间的变形ꎬ并且忽略了相邻波纹之间的相互作

用ꎮ １９９２年ꎬＨＥＳＨＭＡＴ Ｈ在高倍放大镜下观察了箔片结

构的受力变形情况ꎬ发现波箔受压会产生滑移现象ꎮ 因此

将摩擦因素和波纹相互作用考虑后对之前的理论进行了

修正[５] ꎮ
２００７年ꎬＬＥ ＬＥＺ Ｓ等人提出了一种新的波箔轴承箔

片结构的模型ꎬ把每个波纹简化成相互连接的线性弹簧ꎬ
如图 １所示ꎮ 箔片结构多自由度模型通过线性弹簧的刚

度充分考虑了平箔片与波箔片之间的摩擦、波箔片与轴承

套之间的摩擦预计相邻波纹之间的相互作用[６] ꎮ
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图 １　 箔片结构多自由度(ＮＤＯＦ)模型[６]

２００９年ꎬＳＡＮ ＡＮＤＲÉＳ Ｌ 和 ＫＩＭ Ｔ Ｈ 采用一维梁单

元和二维板壳单元计算平箔片的变形ꎬ计算了波箔轴承的

最小气膜厚度和动态刚度阻尼系数ꎬ通过与实验结果对比

后ꎬ指出一维梁模型能更准确地预测波箔轴承气膜分布[７]ꎮ
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２０１３ 年ꎬ徐方程研究了平箔片剪切变形对径向波箔

轴承的静特性的影响ꎬ采用二维厚板单元对平箔片进行建

模ꎬ研究结果表明平箔片的剪切变形对轴向气膜厚度的变

化量有显著影响[８] ꎮ
２０１９年ꎬＡＲＧＨＩＲ Ｍ 等人基于箔片结构的多自由度

模型ꎬ指出该模型存在未考虑平箔片和波箔片、波箔片和

轴承套之间接触间隙的不足ꎬ基于接触理论建立了考虑摩

擦和接触间隙的箔片结构模型[９] ꎮ
本文采用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁单元对箔片结构进行建模ꎬ

对平箔片和波箔片之间的摩擦、波箔片和轴承套之间的摩

擦建立库仑摩擦模型ꎬ求解箔片变形并与线性弹簧模型和

多自由度模型进行比较ꎬ基于求解出的变形分析径向波箔

轴承的静特性ꎮ

１　 箔片结构建模

采用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁单元对平箔片和波箔片进行离散ꎬ
变形示意图如图 ２、图 ３所示ꎮ 求解每个单元的刚度矩阵

在整体坐标系中组装成整体刚度矩阵 Ｋｇꎬ求解 Ｋｇ􀅰Ｕ＝Ｆ
即可得到各节点的位移ꎬ从而得到箔片的变形ꎮ
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图 ２　 平箔片变形示意图
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图 ３　 波箔片变形示意图

假设波箔片梁单元模型每个发生滑移单元的滑移方

向都是从固定端向自由端滑移ꎬ波纹之间的平段为刚性ꎬ
即:长度不变ꎬ平箔片和波箔片之间的摩擦系数为 ηꎮ 波箔

片和轴承套之间的摩擦系数为 μꎮ 以两个波纹的波箔片为

例ꎬ波箔片梁单元库仑摩擦模型受力情况如图 ４所示ꎮ

#/�	

��0
7*0

图 ４　 波箔片库仑摩擦模型

２　 波箔片变形分析

对有１０个波纹的波箔片进行分析ꎬ其中第１个波纹与固

定端连接ꎬ第 １０个波纹右端自由ꎬ有关的箔片参数见表 １ꎮ

表 １　 箔片参数表

参数 值

波箔片波纹半径 Ｒｂ / ｍｍ ３.３６５

波箔片厚度 ｔｂ / ｍｍ ０.１０２

平箔片厚度 ｔｔ / ｍｍ ０.１０２

半波纹长度 ｌｂ / ｍｍ １.７７８

单个波纹长度 ｓ / ｍｍ ４.５７２

波箔片高度 ｈｂ / ｍｍ ０.５０８

单个波纹弧形角度 β / ( °) ６３.８

波纹数量 Ｎｂ /个 １０

箔片弹性模量 Ｅ / ＧＰａ ２１４

箔片泊松比 ｖ ０.２９

平箔片波箔片之间的摩擦系数 η ０.１

波箔片轴承套之间的摩擦系数 μ ０.１

２.１　 不同载荷下各波箔片模型的变形

对波箔片施加 ４种不同形式的压力载荷ꎬ作用在波纹

顶端ꎬ每种载荷的单位面积等效载荷都为 ２×１０５ Ｐａꎬ得到

的各个波纹的变形如图 ５－图 ８ 所示ꎮ 图中水平轴为从固

定端到自由端的波纹序号ꎬ竖直轴表示波纹顶端的竖直方

向的位移ꎬ正值表示随压力向下变形ꎮ
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图 ５　 均布载荷下波箔片的变形
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图 ６　 递减载荷下波箔片的变形
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图 ７　 递增载荷下波箔片的变形
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图 ８　 对称递增－递减载荷下波箔片的变形

从图 ５－图 ８可以看出ꎬ对于线性弹簧模型ꎬ由于不考

虑波纹之间的相互作用ꎬ大大低估了箔片结构的刚度ꎬ除
了固定端和自由端的两个波纹ꎬ其余波纹的变形都是

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型和 ＮＤＯＦ 模型的 两 倍 以 上ꎮ 由 于

Ｉｏｒｄａｎｏｆｆ公式考虑了波箔片和轴承套之间的摩擦ꎬ变形相

对于 Ｈｅｓｈｍａｔ公式小一些ꎮ
此外ꎬＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型和 ＮＤＯＦ模型的变形折线比

较吻合ꎬ验证了所建立的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型的合理性ꎮ
从图中可以看出ꎬ各个波纹变形与载荷的关系是非线性

的ꎬ即使相同的载荷ꎬ靠近固定端的波纹变形也是明显小

于靠近自由端的波纹ꎮ 从整体上看ꎬＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型的

变形相对于 ＮＤＯＦ模型要大一些ꎮ ４种载荷中ꎬ对称递增

－递减载荷最符合径向波箔轴承润滑气膜压力的周向

变化ꎮ

２.２　 摩擦系数对波箔片变形的影响

图 ９ 为均布载荷下、基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁建立的波箔

片模型在不同摩擦系数下的变形ꎮ 从图中可以看出ꎬ当
η＝μ＝ ０时ꎬ变形折线与图 ５中的线性弹簧模型相似ꎬ只是

变形量要小一半ꎮ 可见波纹之间的相互作用要靠摩擦来

实现ꎬ不考虑摩擦就相当于将波箔片简化为一个个波纹组

成的简单结构ꎬ波纹的变形是随载荷线性变化的ꎻ即使不

考虑摩擦ꎬＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型的刚度也达到线性弹簧模型

刚度的两倍左右ꎮ 由此可见ꎬ使用线性弹簧模型计算的箔

片变形是有很大误差的ꎮ 从图中还可以看出ꎬ随着摩擦系

数的增加ꎬ两端不发生滑移的波纹数目会增加ꎬ发生滑移

后波纹的变形会突然增加ꎮ 只要有波纹发生滑移ꎬ此后直

到自由端的波纹变形由载荷的大小主导ꎬ摩擦系数大小对

其影响十分微小ꎮ 这一点在自由端的波纹变形上体现得

最明显ꎮ
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图 ９　 均布载荷下波箔片的变形

２.３　 剪切刚度对波箔片变形的影响

为了研究剪切刚度对于波箔片变形的影响ꎬ分别计算

了 ４ 种摩擦系数下 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁和 Ｅｕｌｅｒ 梁建立的波箔

片模型的各个波纹的变形ꎬ如图 １０ 所示ꎮ 从图中可以明

显看出ꎬ不考虑剪切变形的 Ｅｕｌｅｒ 梁模型的变形比

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型要小ꎬ所以剪切刚度会使波箔片变形增

加ꎬ不考虑剪切刚度会对波箔片刚度产生较高估计ꎮ
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图 １０　 剪切刚度对波箔片变形的影响

３　 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程求解与静特性分析

定常理想气体润滑无量纲 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ方程为

Ə
Əθ ｐ　ｈ３

Ə ｐ
Əθ( ) ＋ ２ＲＬ( )

２ Ə

Ə ｙ
ｐ　ｈ３
Ə ｐ

Ə ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Λｘ

Ə
Əθ
(ｐ　ｈ) (１)

其中 Λｘ ＝
６ωμ０Ｒ２

ｐａＣ２
ꎮ

采用 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法结合有限差分法求解

式(１)ꎬ采用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁箔片模型计算箔片变形 ｗｄꎬ根
据式(２)更新气膜厚度ꎬ不断迭代直到满足收敛条件

式(３)ꎬ根据求得的气膜压力积分求解承载力和偏位角等

静特性参数ꎮ

ｈ＝ １＋εｃｏｓθ＋
ｗｄ

Ｃ
(２)
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计算的轴承参数见表 ２ꎬ箔片参数与表 １相同ꎮ

表 ２　 轴承、气体参数

参数 值

轴承半径 Ｒ / ｍｍ １９.０５

轴承长度 Ｌ / ｍｍ ３８.１

半径间隙 Ｃ / μｍ ３１.８

波纹数量 Ｎｂ /个 ２６

环境气压 / Ｐａ １０１ ３２５

气体动力黏度 μ / (Ｐａ􀅰ｓ) １.９５×１０－５

　 　 图 １１为转速为 ３０ ０００ ｒ / ｍｉｎ时各个箔片模型的轴承

承载能力随偏心率变化的折线图ꎮ 从图中可以看出ꎬ在偏

心率<０.４ꎬ也就是气膜压力较小时ꎬ各模型箔片变形差异

较小ꎬ气膜压力基本相同ꎬ所以承载能力基本相同ꎻ当偏心

率超过 ０.５ꎬ更容易变形的线性弹簧模型(Ｈｅｓｈｍａｔ 公式、
Ｉｏｒｄａｎｏｆｆ公式)承载能力要远小于其他模型ꎮ
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图 １１　 各箔片模型承载力随偏心率变化图

箔片变形量接近的 ＮＤＯＦ模型、Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型和

Ｅｕｌｅｒ梁模型承载能力相近ꎬ没有考虑平箔片在波纹之间

“凹陷”变形的 ＮＤＯＦ模型承载能力要比梁模型大ꎮ 考虑

了剪切刚度的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型虽然计算的变形比 Ｅｕｌｅｒ
梁模型稍大ꎬ但承载能力要比 Ｅｕｌｅｒ 梁模型稍强ꎮ 为了研

究其中的原因ꎬ计算了一定偏心率下轴承中截面的无量纲

气膜厚度ꎬ如图 １２所示ꎮ
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图 １２　 轴承中截面无量纲气膜厚度图

从图 １２可见ꎬ一定的偏心率下ꎬＥｕｌｅｒ梁模型的无量

纲气膜厚度比 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型大ꎬ也就是箔片变形量

小一些ꎬ但是它们的最小气膜厚度十分接近ꎮ 所以 Ｅｕｌｅｒ
梁模型波纹之间的平箔片变形要更大ꎬ波箔之间的“凹
陷”会更深ꎬ更容易造成气体的端部泄漏ꎬ减弱流体的动

压效果ꎬ造成计算的承载力要比变形量更大的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
梁模型更小ꎮ

４　 结语

本文基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁建立了箔片模型和波箔片库

仑摩擦模型ꎬ分析了箔片变形和轴承承载能力ꎬ得出以下

结论:
１)Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型的变形与 ＮＤＯＦ 模型的变形比

较吻合ꎬ远小于 Ｈｅｓｈｍａｔ公式和 Ｉｏｒｄａｎｏｆｆ公式计算结果ꎻ
２)平箔片和波箔片之间的摩擦与波箔片和轴承套之

间的摩擦会提高波箔片的刚度ꎬ摩擦系数越大ꎬ箔片变形

越小ꎻ
３)Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型的箔片变形比 Ｅｕｌｅｒ 梁模型更

大ꎬ但 Ｅｕｌｅｒ梁模型平箔片的“凹陷”更明显ꎬ减弱了动压

效果ꎬ造成 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型承载力更高一些ꎮ
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