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摘　 要:机械臂模仿人手臂的 ７自由度会拥有冗余自由度ꎮ 基于旋量理论计算 ７ 自由度机械

臂的正向运动学解ꎬ从数值上验证矩阵指数先分块展开比直接泰勒展开准确ꎮ 用 Ｎｅｗｔｏｎ－
Ｒａｐｈｓｏｎ数值迭代法求逆解ꎮ 通过编写 Ｍａｔｌａｂ程序对正逆解互相验证ꎮ 研究发现逆解的求解

有适用范围ꎬ较之传统的 Ｄ－Ｈ法ꎬ使用 ０螺距的螺旋轴ꎬ会使建模更加简洁ꎮ
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０　 引言

机械臂是机器人技术领域中应用最为广泛的自动化

装置ꎬ在工业制造、医疗康复等领域都有其应用实例ꎬ拟人

化机械臂技术也逐渐成熟[１－４] ꎮ 匹兹堡大学生物医学团

队在 ＢＣＩ机械臂假肢里引入实时触觉反馈ꎬ使完成任务的

时间减少一半ꎮ 波士顿动力开发 Ｓｔｒｅｔｃｈ 移动式 ７Ｒ 机械

臂已应用于仓库运输ꎮ
２０世纪 ８０年代学者们开始讨论将旋转轴从数学中

引入机器人研究的可行性ꎬ旋量理论[５－９]日益成熟ꎬ然而

对其的应用介绍却鲜见报道ꎮ 本文建模 ７ 自由度串联机

械臂ꎬ着重对螺旋轴这一单位矢量在运动学的应用加以详

细描述ꎮ
６自由度逆解有通用公式ꎬ７Ｒ 逆解包含 ３２ 个实根ꎬ

出现虚空间或自运动歧ꎮ ７Ｒ逆解可结合 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ
数值迭代法求解[１０] ꎮ

使用 Ｍａｔｌａｂ进行正解中的化简与直接展开等运算过

程的比较ꎬ并且同时使用开源 Ｐｙｔｈｏｎ 对结果进行比较ꎮ
使用基于空间(ｓｐａｃｅ 简称 ｓ)坐标系的空间雅可比矩阵ꎬ
找出数值迭代法求逆解的适用范围ꎬ基于正解的前提下ꎬ
验证逆解的准确性ꎮ

１　 旋量理论

螺旋(旋量———旋转向量)理论在正运动学中的应用ꎮ

１.１　 Ｍ 矩阵(０ 位置、起始位置)
Ｍ 矩阵为当所有的关节转角都为 ０ 的时候ꎬ操作空

间坐标系(ｂｏｄｙ简称 ｂ)在 ｓ坐标系中的位置和姿态矩阵ꎮ

１.２　 旋转向量 Ｓ
→
与指数积公式

将每一个转动关节视为 ０螺距的轴ꎬ假设除了最后一

个关节转动 θ°外ꎬ其他关节都是固定的ꎮ 在 ｓ 坐标系里ꎬ
关节 ７上螺旋轴的向量形式如式(１)所示ꎬ在高维度上ꎬ

Ｒｎ是 ｎ 维的欧几里得空间ꎬＳ７
→∈Ｒ６、ω７

→∈Ｒ３ꎬＶ７
→∈Ｒ３ꎮ 螺

旋轴的矩阵形式 Ｓ７ 如式(２)所示ꎮ
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特殊正交群是所有有效的 ３× ３ 旋转矩阵的集合群

ＳＯ(３):包括 Ｒ、ω、ｅωθꎮ 特殊的欧几里得集合群或刚体运

动群或 Ｒ３中的同质变换矩阵 Ｓｅ(３)表示位姿:包括 Ｍ、
ｅＳθ、Ｔ０７ꎮ

ｅＳθ ＝ Ｉ＋Ｓθ＋Ｓ２ θ２

２!
＋Ｓ３ θ３

３!
＋􀆺＝

ｅωθ ｆ(θ)ν
０ １

é

ë
êê

ù

û
úú (４)

式(４)中ꎬ可利用特性 ω３ ＝ －ω 来化简ꎬ且 ｅωθ有 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ
公式:

ｆ(θ)＝ Ｉθ＋(１－ｃｏｓθ)ω＋(θ－ｓｉｎθ)ω２ (５)
ｅωθ ＝ Ｉ＋ｓｉｎθω＋(１－ｃｏｓθ)ω２ (６)

依次解锁一个角度ꎬ往前代值ꎬ得到

Ｔ０７ ＝ｅＳ１θ１􀆺ｅＳ７θ７Ｍ (７)

２　 数值法逆解

使用非线性寻根的 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ方法ꎬ有寻根、不
存在根时寻找近似解、存在多个解时寻找最优解的优势ꎮ
给定一个初始值ꎬ然后代入迭代式求解直到出现误差范围

内的解ꎮ
设正向运动学函数为 ｆ(θｄ)ꎬ末端执行器的位置向量

为 νꎬ非线性寻根 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ 是找到目标函数的解ꎮ
几何视角如图 １所示ꎻ式(８)是解析视角ꎮ 式(９)－式(１１)
是计算雅可比矩阵ꎮ

vd-f (θ)

vd-f (θ0)

k=�      (θ0)
$f
$θ

vd-f (θ0)

      (θ0)
$f
$θ

Δθ=

θ0 θ1 θd
θ

图 １　 迭代法几何过程

Δθ＝Ｊ－１(θ０)[ｖｄ－ｆ(θｉ)] (８)

ＪＳ(θ)＝ ＪＳ１(θ１)
→ ＪＳ２(θ２)

→ 􀆺 ＪＳｎ(θｎ)
→[ ] (９)

ＪＳ１(θ１)
→＝ Ｓ１→ (１０)

ＪＳｉ(θｉ)
→＝ [ｅＳ１θ１􀆺ｅＳｉ－１θｉ－１]∗Ｓｉ

→ (１１)
式中∗为其伴随矩阵ꎮ

对这种算法的进一步改进:
１)末端执行器的位置描述 ｆ(θｄ)变更为正运动学计

算出的矩阵 Ｔ０７ꎮ

２)误差调整ꎮ 用螺旋轴ＳＭＴ
→两分量的模代替末端执行

器每次迭代的位置变化ꎮ
３)引进伪逆矩阵 Ｊ† 避免求解奇异时无解的情况ꎮ 在

Ｍａｔｌａｂ里编程为 ｐｉｎｖ(Ｊ)ꎮ
当前基于 ｂ坐标系ꎬ变换为基于 ｓ坐标系:

ＳＭＴｂ

→＝ ｌｏｇ(ＴＭＴ０７
(θｉ)) (１２)

ＳＭＴｓ

→＝(Ｔｓｂ)∗ＳＭＴｂ

→ (１３)

式中:Ｔｓｂ是坐标转移矩阵ꎻ∗为求其伴随矩阵ꎮ
改进算法的流程图如图 ２所示ꎮ
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图 ２　 改进的数值迭代法流程图

３　 验证正逆解

３.１　 正运动学方程　
绘制三维模型图ꎬ并建立 ７Ｒ示意图(图 ３)进行验证ꎮ

如图 ３(ｂ)所示的坐标平面ꎬｙ 方向定义为 ａ并依次标号ꎬｚ
方向定义为 ｂ也依次序标号ꎮ 标示 ７ 个螺距为 ０ 的右手

螺旋轴Ｓ１
→－Ｓ７→ꎮ

Ｍ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ２ ４００
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １
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(１４)

Ｓ７
→＝[０　 ０　 １　 －ａ７ 　 ０　 ０] Ｔ ＝[０　 ０　 １　 －３００　 ０　 ０] Ｔ

(１５)

UaU7R���

�b�7R.��

图 ３　 三维模型图及 ７Ｒ 示意图

根据式(３)ꎬ使用矩阵分块后化简的运算过程ꎬ编程

并计算结果ꎮ

Ｔ(θ)＝

ｃ７ －ｓ７ ０ －２ ７００ｓ７
ｓ７ ｃ７ ０ ２ ７００ｃ７－３００
０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０
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ê
ê
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ù
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(１６)

根据式(３)ꎬ发现将矩阵指数直接泰勒展开(采用了 ３
种计算方法:Ｐａｄａ法、特征值法、６ 次的泰勒展开)得出的
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结果虽然一致ꎬ但是它是虚数形式ꎬ增加了计算量ꎮ 结果:

ＴＭ＿ｐａｄａ(θ)＝

ｃ７ －ｓ７ ０ －２ ７００ｓ７
ｓ７ ｃ７ ０ １ ３５０ｅ－θ７ｉ＋１ ３５０ｅθ７ｉ－３００
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

(１７)
使用先进行矩阵分块然后利用特性化简的运算方法ꎬ

该结果更准确、后期的运算量更小ꎮ 代入式(７)ꎬ使用该方法

分别在Ｍａｔｌａｂ和 Ｐｙｔｈｏｎ中运算ꎬ得出的结果一致:

Ｔ＝

ｃ５－６ｃ１２３４ｃ７－ｓ１２３４ｃ７ －ｓ１２３４ｃ７－ｃ５－６ｃ１２３４ ｓ７ －ｓ５－６ｃ１２３４ ｒ１
ｃ１２３４ ｓ７＋ｃ５－６ ｓ１２３４ｃ７ ｃ１２３４ｃ７－ｃ５－６ ｓ１２３４ ｓ７ －ｓ５－６ ｓ１２３４ ｒ２

ｓ５－６ｃ７ －ｓ５－６ ｓ７ ｃ５－６ ｒ３
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

ｒ１＝ １５０ ｓ１２３４－５－１ ３５０ ｓ１２３４７－３００ ｓ１２３－６７５ ｓ１２３４５７－６－
６７５ ｓ１２３４６７－５－１５０ ｓ１２３４５－１ ３５０ ｓ１２３４－７＋６００ ｓ１２３４＋３００ ｓ１２＋
６７５ ｓ１２３４５－６－７＋６７５ ｓ１２３４６－５－７－３００ ｓ１＋７５０ ｓ１２３４５－６－７５０ ｓ１２３４６－５

ｒ２＝ １５０ｃ１２３４－５＋１ ３５０ｃ１２３４７＋３００ｃ１２３＋６７５ｃ１２３４５７－６＋
６７５ｃ１２３４６７－５－１５０ｃ１２３４－５＋１ ３５０ｃ１２３４－７－６００ｃ１２３４－３００ｃ１２－
６７５ｃ１２３４５－６－７－６７５ｃ１２３４６－５－７＋３００ｃ１－７５０ｃ１２３４５－６＋７５０ｃ１２３４６－５

ｒ３＝ ２ ７００ ｓ７ｃ５ ｓ６－ｓ５ｃ６－１ ５００ ｓ５ ｓ６－ｃ５(１ ５００ｃ６－１ ５００)－
１ ２００ｃ５＋１ ２００

３.２　 逆运动学方程

１)第一次验证

设初始位置为正解的 ０位置ꎬ转动角度为 θｌｉｓｔꎮ

θｌｉｓｔ ＝ πꎻ
π
２ ꎻ
π
３ ꎻ
π
４ ꎻ
π
５ ꎻ
π
６ ꎻ
π
７[ ] ＝

[３.１４２ꎻ１.５７１ꎻ１.０４７ꎻ０.７８５ꎻ０.６２８ꎻ０.５２４ꎻ０.４４９]
给逆解的初始值[３ꎬ１.５ꎬ１ꎬ０.６ꎬ０.５ꎬ０.４ꎬ０.３]ꎮ 解得

[３.１６１ꎬ１.５６３ꎬ１.０５９ꎬ０.７６２ꎬ０.６２８ꎬ０.５２３ꎬ０.４４９]ꎮ
２)第二次验证

因发现误差较大:１)改用角度制ꎻ２)迭代次数增加到

１ ０００次ꎻ３)精度调整为 ｅω<０.０００ １ꎬｅｖ <０.０００ １ꎮ 经过多

组数据实验发现ꎬ相差 ３°以内ꎬ位置完全重现ꎻ相差 １０°以内ꎬ
第一角度有 ０.１°的偏差ꎻ相差 １５°以上的逆运算ꎬ第一个角度

有 １°以上的偏差ꎮ 所以ꎬ该方法求逆解有完全重现的适用范

围ꎬ需要把初始解猜测在真实解的附近 １５°以内(表 １)ꎮ

表 １　 正逆解互相验证 单位:(°) 　

验证项目 θ１ θ２ θ３ θ４ θ５ θ６ θ７ Δθ

初始角度 １０ ２０ ３０ ４０ ５０ ６０ ７０ —

猜测角度 ７ １７ ２７ ３７ ４７ ５７ ６７

计算的逆解 １０ ２０ ３０ ４０ ５０ ６０ ７０
０

猜测角度 ６ １６ ２６ ３６ ４６ ５６ ６６

计算的逆解 １０.００１ ２０.００１ ２９.９９９ ３９.９９９ ５０ ６０ ７０
０.００１

猜测角度 １ １１ ２１ ３１ ４１ ５１ ６１

计算的逆解 １０.０６ ２０.０３２ ２９.９４９ ３９.９５９ ５０ ６０ ７０
０.０６０

猜测角度 ０ １０ ２０ ３０ ４０ ５０ ６０

计算的逆解 １０.１ ２０.０５３ ２９.９１６ ３９.９３２ ５０ ６０ ７０
０.１００

猜测角度 －５ ５ １５ ２５ ３５ ４５ ５５

计算的逆解 １０.７４ ２０.４０３ ２９.３７３ ３９.４８４ ５０ ６０ ７０
０.７４０

续表１
验证项目 θ１ θ２ θ３ θ４ θ５ θ６ θ７ Δθ

猜测角度 －６ ４ １４ ２４ ３４ ４４ ５４

计算的逆解 １１.０３ ２０.５６６ ２９.１２８ ３９.２７６ ５０ ６０ ７０
１.０３０

猜测角度 －１３ －３ ７ １７ ２７ ３７ ４７

计算的逆解 ２６.７２８ ２４.４６７ ２４.３７５ ３４.４２９ ５０ ６０ ７０
６.７２８

猜测角度 －１５ －５ ５ １５ ２５ ３５ ４５

计算的逆解 ２４.４６６ ３３.１０３ １８.２５７ ２４.１７３ ５０ ６０ ７０
１４.４６６

猜测角度 －１６ －７ ４ １４ ２４ ３４ ４４

计算的逆解 ６３.４３２ －２６.２６４ －２２.７２５ ８５.５５７ ５０ ６０ ７０
５３.４３２

４　 结语
本文重点介绍了如何使用形如螺旋楼梯的转向量计

算正逆解ꎮ 结合旋量与 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ 数值法求逆解ꎮ
为涵盖转动机构可能出现的问题ꎬ采用目前串联机构中最

复杂的 ７Ｒ机构并且使机构尽可能复杂ꎬ但是设计中没有

涵盖 ｈｅｌｉｃａｌ螺旋和 ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ 圆筒等机构ꎮ 在比较了不

同的运算方法后ꎬ计算正解ꎬ得出先将矩阵分块、再利用特

性化简的方法更好的结论ꎮ 在计算逆解的过程中ꎬ发现当

初始猜测的第一个角度超过真实解 ２０°ꎬＮｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ
数值法不会重现正解ꎮ 验证结果表明旋量形式美观ꎬ建模

快捷ꎬ编程明了ꎬ适用于机械臂中的串联机构、并联机构、
转动关节、平动关节、螺旋关节等的运动学、动力学特性建

模和分析ꎮ
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