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摘　 要:以一种 ６ 轴协作机械臂开发平台为对象ꎬ对零力拖动示教进行研究ꎮ 利用拉格朗日法

及机械臂结构参数建立其本体动力学模型ꎻ将静力学中的摩擦力矩和惯性力矩加入到动力学

方程之中得到协作机械臂的零力拖动模型ꎻ根据电机轴角速度关系将动力学力矩与关节

ＰＭＳＭ 电机数学模型结合ꎬ得到电机层面的力矩模型ꎻ与零力拖动模型整合得到实际应用中的

零力拖动模型ꎻ利用协作机械臂开发平台对摩擦补偿参数等进行校准ꎬ确保了机械臂在工作范

围内可实现零力拖动ꎮ
关键词:动力学ꎻ拉格朗日方程ꎻＰＭＳＭꎻ零力拖动
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０　 引言

随着机械臂产业的发展及用人成本的上升ꎬ我国制造

业向着智能化、无人化的方向快速发展ꎮ 由于协作机械臂

具有一定人机交互能力ꎬ因此其不仅出现在商场等民用领

域ꎬ更在军用、医疗等领域有了突飞猛进的发展ꎮ 零力拖

动ꎬ即由操作员直接拖动机器人各关节运动至理想位姿并

进行记录ꎮ 作为协作机械臂与操作者共同工作的一种协

作方案ꎬ具有重要的研究意义ꎮ
针对某公司一种基于开环力矩控制方法的 ６ 轴协作

机械臂开发平台进行机械臂本体动力学分析ꎬ并结合电机

模型对机器人进行关于零力拖动的相关研究ꎬ利用实验对

摩擦补偿参数等进行校准ꎬ确保机械臂可在工作范围内实

现零力拖动ꎮ 机械臂本体及相关尺寸数据如图 １ 所示ꎮ

１　 动力学建模

采用改进 Ｄ－Ｈ 参数法对 ６ 自由度协作机械臂进行建

模ꎬ其机械臂结构原理如图 ２ 所示ꎬＤ －Ｈ 参数如表 １
所示ꎮ
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图 １　 机械臂本体及相关尺寸图

由于机器人从关节 ４ 之后杆长均为 ０ꎬ因此仅对协作

机械臂的前 ３ 个关节进行研究ꎮ
机械臂动力学的机器人本体动力学研究常见有

Ｌａｇｒａｎｇｅ 法[１－３] 、Ｎｅｗｔｏｎ－Ｅｕｌｅｒ 法[４－６] 和 Ｄａｌｅｍｂｅｒｔ 法[７－８]

等ꎮ 为了便于计算及具象化研究ꎬ本文采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 法进

行动力学建模与分析ꎮ
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图 ２　 ６ 自由度机械臂结构原理图

表 １　 Ｄ－Ｈ 参数表

关节 ｉ 连杆转角 αｉ－１ 杆长 αｉ－１ / ｍ 连杆偏距 ｄｉ / ｍ 关节角 θｉ
１ ０ ０ ０.１４４ θ１
２ ９０ ０ ０ θ２
３ ０ －０.２６４ ０ θ３
４ ０ －０.２３６ ０.１０６ θ４
５ ９０ ０ ０.１１４ θ５
６ －９０ ０ ０.０６７ θ６

　 　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 法的数学模型如式(１)所示ꎮ
Ｌ＝Ｋ－Ｐ (１)

式中:Ｌ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数ꎻＫ 为机械臂本体系统动能ꎻＰ 为

系统位能ꎮ 在此基础上动力学方程可表示为[９]

Ｆｉ ＝
ｄ
ｄｔ

∂Ｌ

∂ｑ


ｉ

－∂Ｌ
∂ｑｉ

ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ (２)

结合式(１)、式(２)ꎬ机械臂的本体动力学也可以写作

式(３)形式:

τ＝Ｈ(ｑ) ｑ
＋Ｃ(ｑꎬｑ


) ｑ

＋Ｇ(ｑ) (３)
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表示重力矩阵ꎮ

将式(３)中的哥氏力和离心力分离ꎬ机械臂的本体动

力学也可写作式(４)形式:

τｉ ＝Ｈｉｊ(ｑ)
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ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎻｊ＝ １ꎬ２ꎬ３ (４)
式中 Ｃ(ｑ)和 Ｆ(ｑ)均为 ３×３ 的矩阵ꎮ

系统位能考虑惯性带来的势能ꎬ因此采用转动惯量法

计算力矩ꎮ 机械臂的质量分布在伺服电机及连杆上ꎬ产生

绕中心轴线旋转(伺服电机)和绕远端关节旋转(连杆)两
种转动惯量ꎬ如图 ３( ａ)、图 ３( ｂ) 所示ꎬ参数示意图如

图 ３(ｃ)所示ꎮ
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图 ３　 转动惯量及机械臂参数示意图

中心轴线转动惯量由伺服电机形成ꎬ即 Ｊｍ１、Ｊｍ３ 和

Ｊｍ５ꎬ计算方式如式(５)所示ꎻ远端关节转动惯量由连杆形

成ꎬ即 Ｊｍ２、Ｊｍ４ 和 Ｊｍ６ꎬ计算方式如式(６)所示ꎮ

Ｊｍ＝ ｍ
２
(Ｒ２

１＋Ｒ２
２) (５)

Ｊｍ＝ ｍ
２
[３(Ｒ２

１＋Ｒ２
２)＋Ｌ２] (６)

其中各字符含义如图 ３(ａ)、图 ３(ｂ)所示ꎮ 图 ３(ｃ)中:ｌ２
表示关节 １ 电机和关节 ２ 电机之间ꎬ连杆质心与电机 １ 质

心之间的距离ꎻｌ３ 表示关节 １ 电机和关节 ２ 电机之间ꎬ连
杆质心与关节 ２ 电机之间的距离ꎻ关节 １ 和关节 ２ 之间距

离很短ꎬ此处忽略ꎬ从而得到机械臂动力学所需转动惯量

的物理参数ꎮ
由此建立起机械臂本体的动力学模型ꎬ其动力学方程

中的具体参数为:
ｈ１１ ＝[(Ｊｍ１＋Ｊｍ２＋Ｊｍ３＋Ｊｍ４＋Ｊｍ５＋Ｊｍ６)＋(ｍ２ ｌ２２＋ｍ３ ｌ２３＋

ｍ４ ｌ２４＋ｍ５( ｌ２３＋ｌ２５)＋ｍ６( ｌ２３＋ｌ２５＋ｌ２６)]＋２(ｍ４ ｌ３ ｌ４＋ｍ５ ｌ３ ｌ５＋
ｍ６ ｌ３ ｌ６)ｃ２－２ｍ６ ｌ５ ｌ６ｃ３－２ｍ６ ｌ３ ｌ６ｃ２３ꎬ

ｈ１２ ＝[(Ｊｍ３＋Ｊｍ４＋Ｊｍ５＋Ｊｍ６)＋ｍ４ ｌ２４＋ｍ５ ｌ２５＋ｍ６( ｌ２５＋ｌ２６)]＋
(ｍ４ ｌ３ ｌ４＋ｍ５ ｌ３ ｌ５＋ｍ６ ｌ３ ｌ５)ｃ２－２ｍ６ ｌ５ ｌ６ｃｏｓθ３－ｍ６ ｌ３ ｌ６ｃ２３ꎬ

ｈ１３ ＝(Ｊｍ６＋ｍ６ ｌ２６)－ｍ６ ｌ５ ｌ６ｃ３－ｍ６ ｌ３ ｌ６ｃ２３ꎬ
ｃ１１ ＝ ０ꎬ
ｃ１２ ＝ －(ｍ４ ｌ３ ｌ４＋ｍ５ ｌ３ ｌ５＋ｍ６ ｌ３ ｌ５) ｓ２＋ｍ６ ｌ３ ｌ６ ｓ２３ꎬ
ｃ１３ ＝ｍ６ ｌ５ ｌ６ ｓ３＋ｍ６ ｌ３ ｌ６ ｓ２３ꎬ
ｇ１ ＝[ｍ２ ｌ２＋ｍ３ ｌ３ ＋(ｍ４ ＋ｍ５ ＋ｍ６) ｌ３] ｇｃ１ ＋(ｍ４ ｌ４ ＋ｍ５ ｌ５ ＋

ｍ６ ｌ５)ｇｃ１２＋ｍ６ｇｌ６ｃ１２３ꎮ
推导结果较为复杂且篇幅有限ꎬ不再赘述ꎮ 此处本体

动力学模型处于理想状态下ꎬ而在实际模型中电机除输出

式(４)所得力矩外ꎬ还需考虑库仑摩擦力矩 τｆ 及黏性摩擦
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力矩 τｇꎬ其计算方式如式(７)、式(８)所示ꎮ

τｆ ＝Ｍｑ (７)
τｇ ＝Ｎｓｉｇｎ(ｑ) (８)

式中:Ｍ 为黏滞系数矩阵ꎻＮ 为库仑力向量ꎻｑ 为关节输出

角度而非电机输出角度ꎮ 将式(７)、式(８)代入式(４)中ꎬ
并加入机械臂各轴电机的减速比ꎬ得到各轴电机的理论输

出力矩如式(９)所示ꎮ
τ＝Ｔ(Ｄ( ｑꎬｑꎬｑ)＋τｆ＋τｇ)＝ Ｔ(Ｈ(ｑ) ｑ＋Ｃ(ｑꎬｑ)＋

Ｆ(ｑꎬｑ)＋Ｇ(ｑ)＋Ｍｑ＋Ｎｓｉｇｎ(ｑ)) (９)
式中:Ｄ( ｑꎬｑꎬｑ)为式(４)所得理想状态下动力学模型ꎻＴ
为机械臂电机的减速比矩阵ꎬ计算公式如式(１０)所示ꎮ

Ｔ＝
１ / ｒ１ ０ ０
０ １ / ｒ２ ０
０ ０ １ / ｒ３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１０)

式中 ｒｉ 表示第 ｉ 个关节电机的减速比ꎬ由电机固件决定ꎮ
通过关节电机减速比矩阵 Ｔ 将关节力矩与电机实际输出

力矩结合ꎮ

２　 电机模型
电机是机械臂关节力矩的提供者ꎬ因此需要将电机模

型与零力模型相结合ꎮ 本文采用永磁同步电机 ＰＭＳＭꎬ数
学模型如式(１１)所示[１０] ꎮ

Ｌｄ

ｄｉｄ
ｄｔ

＝ －ＲＳ ｉｄ＋ｎｐωＬｐ ｉｄ＋ｕｄ

Ｌｑ

ｄｉｑ
ｄｔ

＝ －ＲＳ ｉｑ－ｎｐωＬｄ ｉｄ－ｎｐωΦ＋ｕｑ

Ｊ
ｄω
ｄｔ

＝Ｔｅ－ＴＬ ＝ｎｐ[(Ｌｄ－Ｌｑ) ｉｄ ｉｑ＋Φｉｑ]－ＴＬ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(１１)

式中:ｕｄ、ｕｑ 分别为永磁同步电机 ｄ 轴和 ｑ 轴定子的电压ꎻｉｄ、
ｉｑ 分别为永磁同步电机 ｄ 轴和 ｑ 轴定子的电流ꎻω 为转子角

速度ꎻΦ为电机永磁体磁链ꎻＪ 为转动惯量ꎻＴＬ 为电机负载转

矩ꎻＴｅ 为电磁转矩ꎮ 由于在式(９)中已从能量观点对转动惯

量进行运算ꎬ电机侧不需再对转动惯量进行单独运算ꎮ
以单关节电机为例对电机模型进行研究ꎮ 如图 ４ 所示ꎬ

机械臂关节属于多轴传动系统ꎬ电机与关节之间由减速器连

接ꎬωＳ 为电机侧转子转速ꎬｑｄｉ为电机输出角度ꎬωＬ 为关节侧

转速ꎬｑｉ 为关节实际输出角度ꎬ四者关系如式(１２)所示ꎮ
ｑｉ ＝ ｒｉｑｄｉ
ｑｄｉ ＝ωＳ ＝ω

ｑｉ ＝ ｒｉωＳ

ì

î

í

ïï

ïï

(１２)
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图 ４　 电机传动示意图

由图 ４ 可知ꎬＰＭＳＭ 电机轴上有电机轴端的转动惯量

Ｊ ｄω
ｄｔ

和 ＴＬꎮ 此处 ＴＬ 为经过减速比转换的负载力矩ꎬ其与

零力拖动方程 τｉ 相等ꎮ 可得第 ｉ 关节电机输出的电磁转

矩 Ｔｅｉ如式(１３)所示ꎮ

Ｔｅｉ ＝ Ｊ
ｄω
ｄｔ

＋τｉ ＝ｎｐ[(Ｌｄ－Ｌｑ) ｉｄ ｉｑ＋Φｉｑ]＋τｉ (１３)

由式(１４)知ꎬ当 Ｔｅ>τ 时ꎬ电机处于加速状态ꎻ反之为

减速状态ꎻ当 Ｔｅ ＝ τ 时ꎬｄω
ｄｔ

＝ ０ꎬ转子角速度 ω 为定值ꎬ电机

处于稳态运动ꎮ 对式(１２)求导代入式(１１)中ꎬ得到电机

输出角度关系为

ｑ


ｉ ＝
ｒｉ
Ｊ
{ｎｐ[(Ｌｄ－Ｌｑ) ｉｄ ｉｑ＋Φｉｑ]－τｉ} (１４)

其结构图如图 ５ 所示ꎬ实现闭环控制方案ꎮ

τi=T	q
q+C	q,q
�

F	q,q
�G	q
�Mq+

N·sing	q


·· ·
· qdi=∫∫ {np[(Ld-Lq)idiq

+Φiq]-τi}

ri

J

iqi

iqi

qi=ri·qdi
qdiqi qτi

图 ５　 零力拖动模型结构图

３　 零力控制模型
零力控制模型就是将考虑各类摩擦及惯性力的机器

人本体动力学方程与电机模型结合得到的包含式(９)和

式(１４)的综合模型ꎬ人为拖动过程力矩模型如式(１５)所示ꎮ

Ｐ＝Ｔ(Ｈ(ｑ) ｑ
＋Ｃ(ｑꎬｑ


)＋Ｆ(ｑꎬｑ


)＋Ｇ(ｑ)＋

Ｍｑ
＋Ｎｓｉｇｎ(ｑ)) (１５)

式中 Ｐ 为力矩矩阵ꎬ其表达式为

Ｐ＝

Ｔｅ１－Ｊ１ ｑ


１

Ｔｅ２－Ｊ２ ｑ


２

Ｔｅ３－Ｊ３ ｑ


３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(１６)

４　 实验与分析
利用 ６ 轴协作机械臂开发平台所自带的运动传感器

及动力学参数识别ꎬ以第 ２ 关节为例进行相关实验ꎮ 其实

验验证图如图 ６ 所示ꎬＪ２(２)为库仑摩擦系数ꎬ对应式

(１５)中的 ＮꎬＪ２(３)为黏性摩擦系数ꎬ对应式(１５)中的 Ｍꎮ
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图 ６　 单关节零力拖动验证图

首先将模型拷入电机控制卡并对其参数进行预设ꎮ
预设 Ｍ＝Ｎ＝ １０ꎬ图 ６ 中 Ｊ２(４)为动力学补偿参数ꎬ应为 １ꎮ
预设参数的目的在于避免机械臂在零力状态下因重力导

致限位ꎬ保证其安全性ꎮ 随后通过对库仑摩擦力矩和黏性

摩擦力矩补偿ꎬ得到Ｍ 和 Ｎ 的最优值ꎬ确保机械臂可进行

零力拖动ꎮ 找到最优值的方法为:当所给定 Ｍ 和 Ｎ 过小
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时ꎬ会因补偿不足无法实现零力拖动ꎻ当所给定Ｍ 和 Ｎ 过

大时ꎬ可实现零力拖动ꎬ但会因补偿过度导致卡死或拖动

困难ꎮ 机械臂厂商在只补偿重力、库仑摩擦力和黏性摩擦

力的情况下给定 Ｍ 的最优值为 ２５ꎬＮ 的最优值为 ４２ꎮ 最

后通过比对 Ｍ 和 Ｎ 的方式验证模型准确性ꎮ
通过验证可知ꎬ当库仑摩擦参数 Ｍ>１５、黏性摩擦参

数 Ｎ>３０ 时有较好的零力拖动效果ꎮ 在此条件下通过人

为拖动机械臂ꎬ转动第二关节使其关节角从 ０°拖动至 ３０°
位置ꎬ得到库仑摩擦力矩、黏性摩擦力矩、动力学力矩与时

间关系如图 ７ 所示ꎮ
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图 ７　 库仑摩擦力矩、黏性摩擦力矩、
动力学力矩与时间关系图

　 　 由于零力拖动需人为进行操作ꎬ因此图 ７ 中黏性摩擦

力矩在 １.５ ｓ 后呈现出抖动现象为人为操作影响ꎮ 通过验

证ꎬ当库仑摩擦参数 Ｍ ＝ ２０、黏性摩擦参数 Ｎ ＝ ４０ 时达到

机械臂零力拖动的最佳状态ꎮ 二者均小于厂商所给定的

数值ꎮ 原因是由于厂商给定Ｍ 和 Ｎ 时并未对其他惯性力

等补偿ꎬ只能通过增大库仑摩擦力矩和黏性摩擦力矩间接

补偿其他惯性力ꎮ 由此证明模型的准确性ꎬ并为零力拖动

准确控制提供了依据ꎮ

５　 结语

针对一种 ６ 自由度协作机械臂ꎬ利用动力学方程、静
力学原理及电机转动轴参数关系对零力拖动进行研究ꎮ
通过实验平台验证的方法对模型参数进行补偿ꎬ当库仑摩

擦参数 Ｍ＝ ２０、黏性摩擦参数 Ｎ＝ ４０ 时准确地实现了机械

臂的零力拖动控制ꎬ证明了模型的准确性ꎮ 此模型较于传

统的重力补偿零力拖动控制而言ꎬ采用动力学及摩擦力补

偿方式从电机角度实现了零力拖动的准确控制ꎬ解决了控

制精度不足的问题ꎬ也为日后研究工业协作机械臂的动力

学控制夯实了基础ꎮ
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