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摘　 要:基于分形理论对双变量 Ｗ－Ｍ 函数进行研究ꎬ结合分形维数与 Ｒａ 之间的关系分析不同

表面粗糙度下磨削表面轮廓高度的变化范围ꎮ 对磨削表面轮廓高度分布规律进行实验数据和

Ｗ－Ｍ 函数分析结果表明:磨削表面轮廓高度呈高斯分布ꎻ随着 Ｒａ 的增大ꎬ表面轮廓微凸体重叠数

目呈递减趋势ꎬ而标准差呈递增趋势ꎬ其中当 Ｒａ＝０.８时ꎬ轮廓高度分布近似呈标准正态分布ꎮ
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０　 引言

磨削密封面在许多精密仪器中应用十分广泛ꎬ故研究

磨削表面的微观形貌结构特征对分析界面密封、摩擦、磨
损等具有重要的意义ꎮ 表面形貌就像人的指纹一样蕴含

着丰富的加工信息ꎬ通过这些加工信息可以预测工件表面

形貌分布规律、控制工件表面质量和指导加工制造等ꎮ 在

工程中表面形貌分布主要分为两种ꎬ即高斯分布和非高斯

分布[１－２] ꎮ 这两种分布有时可以同时存在于工件中ꎬ比
如ꎬ高斯分布的表面如果经历一些微动摩擦、磨损或者腐

蚀之后也会呈现出非高斯分布的情况ꎮ
表面形貌的研究手段有试验和仿真两种ꎮ 目前主要

以试验研究为主ꎬ其特点是准确、直观ꎬ只需借助实验设备

得到实验数据ꎬ对实验数据运用数理统计的方法进行处理

分析就能得出结果ꎬ如 ＰＬＯＵＲＡＢＯＵＥ Ｆ 等[３]应用原子显

微镜通过多尺度方法对冷轧钢表面形貌进行了定性的分

析ꎻＭＡ Ｂ等[４]通过试验测量ꎬ在不同压下量、不同润滑条

件下分析了工件表面的形貌ꎮ 而仿真研究的结果具有不

确定性ꎬ需要进行理论或者实验的验证才能确保结论的正

确性ꎮ 仿真需要建立在一定理论模型的基础上来研究ꎬ目
前研究表面形貌的理论模型有蒙特卡洛模型[５] 、自动回

归模型[６] 、随机中点位移模型[７] 、神经网格模型[８] 、函数

序列模型[９]等ꎬ但是这些模型都是不同学者的尝试ꎬ还没

有一种理论模型被学界广泛认可ꎮ
分形几何学的创立者 ＭＡＮＤＥＬＢＲＯＴ Ｂ Ｂ[１０]认识到物

体表面形貌非常复杂并且符合分形的几何特征ꎬ后来分形

理论逐渐被引入到表面轮廓的研究中ꎮ 近年来一些国内学

者应用分形理论在表面接触模型的研究中做出了很多开拓

性的成果[１１－１２]ꎬ但是对于整体分析表面轮廓高度分布的文

章鲜有报道ꎬ特别是磨削表面的形貌分布具体呈现怎样的

规律并不是很清楚ꎮ 结合双变量 Ｗ－Ｍ 分形函数运用

Ｍａｔｌａｂ仿真可对磨削表面形貌分布特征进行深入的研究ꎮ

１　 磨削表面轮廓高度仿真

１.１　 不同坐标下的 Ｗ－Ｍ 函数

粗糙表面轮廓形貌具有随机性和无序性ꎬ因此想要准

确描述粗糙表面的形貌规律ꎬ必须建立与尺寸无关的参数

来描述ꎮ 双变量 Ｗ－Ｍ 函数结合分形理论可以用于描述

粗糙轮廓[１３－１４] ꎬ其极坐标方程为

Ｚ(ρꎬθ) ＝ Ｉｎ γ
Ｍ( )

１ / ２

∑
Ｍ

ｍ ＝ １
Ａｍ∑

∞

－∞
(ｋγ ｎ) (Ｄ－３)

{ｃｏｓｆｍꎬｎ － ｃｏｓ[ｋγｎρｃｏｓ(θ－αｍ)＋ｆｍꎬｎ]} (１)
式中:Ｚ(ρꎬθ)表示粗糙表面随机轮廓的高度ꎻρ 为极径ꎬ
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ρ＝ ｘ２＋ｙ２ ꎻθ 为极角ꎬθ ＝ ａｒｃｔａｎ ｙ
ｘ( ) ꎻＤ 为三维粗糙表面

分形维数(２<Ｄ<３)ꎬＤ 的物理意义是粗糙表面轮廓所占空

间的大小ꎬＤ 值越大说明轮廓越密集ꎻγ 是确定频率密度

的参数ꎻＭ 为表面轮廓微凸体重叠数目ꎬ二维表面的 Ｍ 值

为 １ꎻαｍ为偏移角ꎬαｍ ＝ πｍ / Ｍꎻｋ 是与样本大小有关的波

数ꎬｋ＝ ２π / ＬꎬＬ 为取样长度ꎻｎ 表示频率指数ꎬ也表示微凸体

的等级ꎻＡｍ 为决定表面几何形状各向异性大小的参数ꎮ 假

设粗糙表面的形状为各向同性的ꎬ则 Ａｍ ＝ ２π (２π / Ｇ) (２
－Ｇ)ꎬ

其中 Ｇ 为与频率无关的缩放参数ꎬ称为分形粗糙度ꎮ 如果

把式(１)转化为直角坐标下的方程ꎬ则有

Ｚ(ｘꎬｙ)＝ Ｌ Ｇ
Ｌ( )

(Ｄ－２)

(Ｉｎγ) １ / ２(Ｍ) －１ / ２

∑
Ｍ

ｍ ＝ １
∑
ｎｍａｘ

ｎ ＝ ０
(γ)

ｎ(Ｄ－３)
{ｃｏｓϕｍꎬｎ －

ｃｏｓ
２π
Ｌ γｎ(ｘ２＋ｙ２) １ / ２ｃｏｓ ａｒｃｔａｎ

ｙ
ｘ( ) －πｍＭ( ) ＋ϕｍꎬｎ[ ] }

(２)
式中:Ｚ ( ｘꎬ ｙ)表示粗糙表面随机轮廓的高度ꎻ ｎｍａｘ ＝

ｉｎｔ
Ｉｎ(Ｌ / Ｌｓ)
Ｉｎγ

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬＬｓ 为截止长度ꎻϕｍꎬｎ为在(０ꎬ２π)范围内均

匀分布的随机相位ꎮ

１.２　 三维轮廓高度仿真

把分形参数与实际粗糙表面的表面粗糙度结合起来具

有重要的现实意义ꎮ 索双富等[１５]用实验的方法研究了分形

维数 Ｄ和轮廓算术平均偏差表面粗糙度 Ｒａ 之间的关系为

Ｄ＝ １.５２８
Ｒａ０.０４１ ９

(３)

联立式(２)和式(３)得到 Ｒａ 与 Ｚ(ｘꎬｙ)之间的关系如下:

Ｚ(ｘꎬｙ) ＝ Ｌ
Ｇ
Ｌ( )

１.５２８
Ｒａ０.０４１ ９

－２( )
(Ｉｎ γ) １ / ２Ｍ －１ / ２

∑
Ｍ

ｍ ＝ １
∑
ｎｍａｘ

ｎ ＝ ０
γ

ｎ
１.５２８

Ｒａ０.０４１ ９
－３( ) {ｃｏｓϕｍꎬｎ －

ｃｏｓ
２π
Ｌ γｎ(ｘ２＋ｙ２) １ / ２ｃｏｓ ａｒｃｔａｎ

ｙ
ｘ( ) －πｍＭ( ) ＋ϕｍꎬｎ[ ] }

(４)
为了得到随机相位下不同表面粗糙度的表面轮廓示

意图ꎬ现取样本长度 Ｌ＝ ５ ｍｍꎻ截止长度 Ｌｓ ＝ １ ｎｍꎻ随机相

位ϕｍꎬｎ不同ꎬ得到的表面轮廓的示意图也略有差别ꎮ ϕｍꎬｎ

可以用 Ｍａｔｌａｂ中随机函数 ｒａｎｄ()与 ２π的乘积来实现ꎬ于
是得到图 １所示在磨削情况下不同表面粗糙度的三维轮

廓高度的分布图ꎬ其中 ｘ 轴与 ｙ 轴表示采样长度ꎮ

D
�
P
�

/μ
m

D
�
P
�

/μ
m

D
�
P
�

/μ
m

yD/μm yD/μm yD/μm

�

�

�

��

��

��

�

�

��

���

��

��

�

���

���
�����
�����
�����
����� ����� ����� ����� ����� �����

�����
�����

�����
�����

�����
�����

�����
�����

�����
�����

�����
�����

�����
�����

�����

����� ����� ����� ����� ����� �����
� � ��� �xD/μm xD/μm xD/μm

(a) Ra=0.8 (b) Ra=1.6 (c) Ra=3.2

图 １　 三维轮廓高度分布图

　 　 粗糙度除了用 Ｒａ 表示外ꎬ有时还会用 Ｒｚ 来表示ꎮ Ｒｚ
是指在取样长度内 ５ 个最大轮廓峰高的平均值和 ５ 个最

大轮廓谷深的平均值之和ꎬ称作十点平均粗糙度ꎮ 在国内

Ｒｚ 与 Ｒａ 的关系通过试验得出一个经验公式[１ ６] :Ｒｚ ＝
４.５ Ｒａ０.９７１ꎮ 通过 Ｄ 与 Ｒａ、Ｒｚ 与 Ｒａ 以及二维分形维数 Ｄｓ
与 Ｄ 之间的关系ꎬ最后得到了如表 １所示 Ｒａ、Ｄｓ、Ｄ、和 Ｒｚ
之间的对照关系ꎮ

表 １　 Ｒａ、Ｄｓ、Ｄ 和 Ｒｚ 对照表

Ｒａ Ｄｓ Ｄ Ｒｚ

０.８ １.５４ ２.５４ ３.６

１.６ １.５０ ２.５０ ７.１

３.２ １.４６ ２.４６ １３.９

　 　 从图 １中得到ꎬ当 Ｒａ 为 ０.８、１.６、３.２ 时ꎬ轮廓高度的

范围分别不超过 ４、８、１６ꎬ这与表 １ 中 Ｒｚ 得出的经验数值

很接近ꎬ说明仿真结果能够反映实际磨削下的轮廓高度大

小的范围ꎮ 下面将进一步研究磨削表面轮廓高度分布的

规律以及仿真结果是否能够反映实验结果ꎮ

２　 磨削表面形貌分布规律
为了使研究结果更具有说服力ꎬ先通过分析磨削表面

轮廓实验数据得出结果ꎬ再通过分析双变量 Ｗ－Ｍ 函数ꎬ
从仿真数据中提取轮廓高度数据进行分析ꎬ最后把两者进

行比较得出结论ꎮ

２.１　 实验结果分析

从前面已经知道ꎬ粗糙表面的轮廓高度分布规律呈现

高斯分布和非高斯分布两种ꎮ 高斯分布又名正态分布ꎬ于
１７３３年由德国数学家 Ｍｏｉｖｒｅ首次提出ꎬ其概率密度函数为

ｆ(ｘ)＝ １
２πσ

ｅｘｐ －
(ｘ－μ) ２

２σ２
é
ë
êê

ù
û
úú (５)

式中: ｆ(ｘ)为概率密度函数ꎻσ 为标准差ꎻμ 为均值ꎮ
为了研究磨削粗糙平面的形貌分布规律ꎬ将文

献[１７]中有关磨削实验的 Ｒａ 为 ０.８、１.６、３.２ 的 ３ 种试样

的实验数据进行 Ｍａｔｌａｂ 软件处理ꎬ根据 ＧＢ / Ｔ１３１—２００６
中对 Ｒａ 及基准线的规定找到一条基准线ꎬ分析得到 ３ 种

不同表面粗糙度的试样磨削表面轮廓高度分布ꎬ它们都呈

高斯分布的规律ꎬ如图 ２所示ꎮ
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图 ２　 实验轮廓高度分布

　 　 图 ２表明ꎬ３种表面粗糙度下高斯曲线的均值 μ 均为

０ꎬ说明在数据分析过程中对基准线确定是正确的ꎮ 当

Ｒａ＝ ０.８时ꎬσ＝ １.１ꎬ根据正态分布的定义ꎬ此时磨削表面

的形貌高度分布规律呈标准正态分布ꎻ当 Ｒａ 依次取 ０.８、
１.６、３.２时ꎬσ 的值分别为 １.１、２.０、３.５ꎬ这表明随着 Ｒａ 增

大磨削表面轮廓高度分布趋于分散ꎮ 根据表 １ 可知随着

Ｒａ 增大ꎬ分形维数在不断减小ꎬ表面形貌趋于简单ꎮ

２.２　 Ｗ－Ｍ 函数分析

在双变量 Ｗ－Ｍ 函数中ꎬ粗糙表面服从高斯分布时ꎬγ
取 １.５ꎬ且 γ 与 Ｄ 之间不存在数学关系ꎬ主要是基于表面

平整度和频率分布密度的考虑ꎬ同时取非整数的目的也是

为了使式(１)中空间频率呈几何级数变化的缘故ꎬ最后获

得余弦叠加和表现出随机性ꎮ

通过式子 ｎｍａｘ ＝ ｉｎｔ
Ｉｎ(Ｌ / Ｌｓ)
Ｉｎ γ

é

ë
êê

ù

û
úú 可知ꎬ不同的样本长度

和截止长度得到的 ｎｍａｘ的值是不同的ꎮ 当取样本长度 Ｌ＝
５ ｍｍꎬ截止长度 Ｌｓ ＝ １ ｎｍ时ꎬ表面轮廓高度呈高斯分布的

ｎｍａｘ值为 ３８ꎮ
随机相位ϕｍꎬｎ可用正态分布随机函数 ｒａｎｄｎ( )与 ２π

的乘积来表示ꎮ 此时公式(４)简化为

　 　 Ｚ(ｘꎬｙ) ＝ ０.６３６ ８Ｌ
Ｇ
Ｌ( )

１.５２８
Ｒａ０.０４１ ９

－２( )
Ｍ －１ / ２∑

Ｍ

ｍ ＝ １
∑
３８

ｎ ＝ ０
１.５

ｎ
１.５２８

Ｒａ０.０４１ ９
－３( ) {ｃｏｓｆｍꎬｎ －

ｃｏｓ ２π
Ｌ
１.５ｎ(ｘ２ ＋ ｙ２) １ / ２ｃｏｓ ａｒｃｔａｎ

ｙ
ｘ( ) － πｍ

Ｍ( ) ＋ ｆｍꎬｎ[ ] } (６)

　 　 公式(６)即为服从高斯分布下的 Ｗ－Ｍ 函数ꎬ用来描

述磨削表面形貌高度分布规律ꎮ 当表面粗糙度 Ｒａ 取 ０.８、
１.６、３.２时ꎬ运用公式(６)对磨削表面轮廓高度进行模拟仿

真ꎬ获得不同表面粗糙度下轮廓高度的模拟仿真数据ꎮ 对

数据进行分析研究ꎬ得到如图 ３所示的磨削表面形貌高度

分布图ꎮ
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图 ３　 仿真粗糙表面分布规律

２.３　 两种分析比较

从图 ３ 中明显看到ꎬ根据 Ｗ－Ｍ 结果也呈高斯分布ꎬ
与实验数据分析得到的结果是一致的ꎮ 随着 Ｒａ 的增大ꎬ
标准差也在依次增大ꎬ说明磨削表面轮廓高度分布随 Ｒａ
的增大越来越分散ꎮ 这与分析磨削实验数据得出的结论

完全一致ꎬ故今后可以运用以上仿真的方法预测任意表面

粗糙度下磨削表面的轮廓高度分布情况ꎬ对密封表面的加

工具有一定的指导意义ꎮ

３　 结语

综上所述ꎬ根据仿真模拟得到的不同表面粗糙度下轮

廓高度的大小范围和分布规律与实验数据分析得到的结

论是一致的ꎮ 具体有以下结论:
１)磨削粗糙表面形貌呈高斯分布ꎻ
２)随着表面粗糙度 Ｒａ 的增大ꎬ分形粗糙度 Ｇ 逐渐增

大ꎬ分形维数 Ｄ 逐渐减小ꎬ表面轮廓微凸体重叠数目 Ｍ 呈

递减趋势ꎬ但是变化幅度不大ꎻ
３)Ｒａ 越大ꎬ标准差越大ꎬ表面形貌轮廓高度分布越

分散ꎮ
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(上接第 １０９页)
　 　 采用将 ＥＤＡ 工具并入演化环的方法设计 ２ 位乘法

器ꎬ产生每条染色体时均需调用 ＥＤＡ 工具从顶层电路开

始进行重新设计ꎮ 反复的调用操作将会使演化时间大大

拉长ꎮ 采用该方法与本文方法设计 ２位乘法器时ꎬ时间消

耗对比如表 １ 所示ꎮ 由表 １ 可见ꎬ使用 ＥＤＡ 设计方法产

生一个电路个体的配置位流需要 １７ ｓꎬ而本文方法仅需

０.１ ｓꎬ比 ＥＤＡ工具法速度提高了将近 １７０倍ꎮ

表 １　 ＥＤＡ 设计方法与本文设计方法消耗时间对比 单位:ｓ　

方法
单个电路配置时间

代码综合时间 布局布线时间 位流生成时间
演化一代所需时间 整体操作所需时间

ＥＤＡ设计方法 １１ ０.５３ １７ ５ ７２６ ５ ７２６

本文设计方法 ０.１ ２０.０ ３８３.０

４　 结语
本文采用基于位流在线生成的 ＤＰＲ方法设计了演化

系统ꎬ给出了演化嵌入式系统的总体结构ꎬ通过演化 ２ 位

乘法器验证本方法的有效性ꎮ 本文所提出方法在演化粒

度上达到了 ＦＰＧＡ 板级可操作资源的最小级别 ＬＵＴ 级ꎬ
通过操作位流的方式实现对逻辑功能和布线资源的在线

编程ꎮ 实验结果表明:本文方法具有更低的资源代价和更

高的演化速度ꎮ
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