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摘　 要:研究了具有未知干扰、量测缺失和相关噪声的线性离散系统状态和未知干扰同时估计问

题ꎮ 用服从 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ分布的随机序列模拟量测信息丢失的过程ꎻ系统过程噪声与量测噪声相互关

联的情形用 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ ｄｅｌｔａ函数表示ꎮ 依据线性无偏最小方差的估计准则ꎬ设计一种能同时估计未

知干扰和线性系统状态的递归滤波器ꎻ运用拉格朗日乘子法和矩阵对角理论知识推导计算滤波器中

待定增益矩阵进而最小化估计误差协方差ꎻ通过数值仿真验证了该滤波算法的有效性ꎮ
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０　 引言

在工业和机械制造业的控制系统中ꎬ动态系统的状态

是否可以被精准估计ꎬ将会影响系统运行的准确性、快速

性与稳定性ꎬ如故障检测与诊断[１] 、机动目标跟踪[２] 、机
器人技术[３]和锂离子电池荷电状态估计[４] 等ꎮ 与此同

时ꎬ由于环境影响、模型参数选取不当、设备故障等原因ꎬ
实际控制系统往往存在一些先验知识未知的干扰ꎮ 针对

随机系统未知干扰和状态估计问题ꎬ文献[５]提出递归状

态滤波器ꎬ在没有先验知识未知干扰的条件下进行状态估

计ꎮ 基于滤波器存在的充要条件ꎬ文献[６]将递归滤波器

设计扩展到一般的线性组合当中ꎬ得到一般线性最小方差

无偏估计ꎬ并证明其与线性递归滤波器都具有最优解ꎬ保
证了全局最优性ꎮ 文献[４－６]仅考虑系统状态方程中含

有未知干扰时对系统状态估计的影响ꎬ并且要求未知干扰

的系数矩阵满足列满秩的条件ꎮ 而文献[７]则提出一种

新的三步迭代滤波器ꎬ可以解决系统方程中未知干扰系数

矩阵不满秩时ꎬ经典滤波器无法使用的问题ꎬ然后将未知

观测干扰考虑到系统量测方程中ꎬ形成新的带直通项的系

统模型ꎮ 文献[８]考虑了未知干扰和线性离散系统状态

的同时估计问题ꎬ提出一种稳定性滤波算法ꎬ并对算法的

稳定性条件及有效性进行了相应的分析ꎮ
上述研究均未考虑系统发生量测数据丢失和噪声相关

的情况ꎮ 在无线传感网络中ꎬ由于传感器故障、网络拥塞等

现象的存在会导致测量数据的丢失ꎮ 文献[９]提出用服从

伯努利分布的随机序列来描述量测缺失的现象ꎬ并基于该

描述对各种状态估计(滤波)和控制问题进行了有效的研

究ꎮ 特别是在实际工程应用中ꎬ还应将系统过程噪声和量

测噪声相互关联的问题[１０]考虑到系统状态估计中ꎮ 因此ꎬ
文献[１１]提出了一种基于矩阵理论运算的理想滤波器ꎮ
但是推导这种滤波算法的前提条件是量测方程中未知干扰

的系数矩阵列满秩ꎬ所得结论仍具有一定的局限性ꎮ 在实

际应用中ꎬ系数矩阵可能不满足列满秩条件ꎮ
针对量测方程中未知干扰系数矩阵不满秩的线性离

散系统ꎬ考虑其量测缺失和噪声相关的情况ꎬ本文构造了

能同时估计未知干扰和系统状态的递归滤波器ꎬ通过拉格

朗日乘子法将待定增益矩阵的求取转换成带约束条件的

８
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优化问题ꎬ同时运用矩阵对角理论知识直接推导计算滤波

器中待定的增益矩阵ꎬ使估计误差协方差最小ꎬ满足了线

性最小方差无偏估计的要求ꎬ并用数值仿真验证了该滤波

算法的有效性ꎮ

１　 问题描述
考虑具有未知干扰和量测缺失的一般线性离散系统:

ｘｋ＋１ ＝Ａｋｘｋ＋Ｂｋｕｋ＋ｗｋ

ｙｋ ＝ δｋＣｋｘｋ＋Ｄｋｕｋ＋νｋ (１)
式中:ｘｋ∈Ｒｎｘ是系统状态向量ꎻｕｋ∈Ｒｎｕ是未知干扰ꎻｙｋ∈
Ｒｎｙ是测量输出ꎻｗｋ∈Ｒｎｘ 是过程噪声ꎻｖｋ∈Ｒｎｙ 是量测噪

声ꎻδｋ 为随机变量ꎻＡｋ∈Ｒｎｘ×ｎｘ、Ｂｋ∈Ｒｎｘ×ｎｕ、Ｃｋ∈Ｒｎｙ×ｎｘ 和

Ｄｋ∈Ｒｎｙ×ｎｕ表示具有适当维数的已知矩阵ꎮ
当量测方程中出现未知干扰时ꎬ往往假定其系数矩阵

是满秩的ꎮ 此时假设未知干扰前的系数矩阵不满秩ꎬ
ｒａｎｋ(Ｄｋ)＝ ｒｋ≤ｎｕꎬＤｋ∈Ｒｎｙ×ｎｕꎬ对 Ｄｋ 进行满秩分解

Ｄｋ ＝Ｄ
—

ｋＴｋ (２)

式中:Ｄ
—

ｋ∈Ｒｎｙ×ｒｋꎻＴｋ∈Ｒｒｋ×ｎｕꎬ并且 ｒａｎｋ(Ｄ
—

ｋ)＝ ｒａｎｋ(Ｔｋ)＝

ｒｋꎬ若 ｒｋ ＝ｎｕ 时ꎬ可选 Ｄ
—

ｋ ＝ＤｋꎬＴｋ ＝ Ｉｎｕꎮ 假设虚拟未知干扰

ｕ
—

ｋ ＝Ｔｋｕｋꎬ则 Ｄｋｕｋ ＝Ｄ
—

ｋ ｕ
—

ｋꎬ原量测方程可以表示为

ｙｋ ＝ δｋＣｋｘｋ＋Ｄ
—

ｋｕ
—

ｋ＋νｋ (３)

假设已知虚拟未知干扰的估计ｕ
—∧

ｋꎬ则未知干扰的最小范

数估计值:ｕ
∧

ｋ ＝Ｔ
＋
ｋ ｕ
—∧

ｋꎬ其中 Ｔ＋ｋ 为 Ｔｋ 的Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ逆[７]ꎮ
用随机变量 δｋ 来模拟量测缺失现象ꎬ并服从以下概

率分布

ｐｒｏｂ{δｋ ＝ １} ＝π
ｐｒｏｂ{δｋ ＝ ０} ＝ １－π

{ (４)

式中 π∈ ０ꎬ１[ ] 是给定的标量ꎬ代表量测缺失的概率是 １－
πꎬ假设所有的随机变量 δｋ(０≤ｋ≤Ｎ)在 ｋ 中独立ꎮ

假设噪声信号 ｗｋ 和 ｖｋ 与初始向量 ｘ０ 是不相关的ꎬ
并且噪声信号 ｗｋ 和 ｖｋ 具有以下统计特性:

Ｅ{ｗｋ} ＝ ０ꎬＥ{ｗｋｗＴｌ } ＝Ｒｗδ(ｋꎬｌ)

Ｅ{ｖｋ} ＝ ０ꎬＥ{ｖｋｖＴｌ } ＝Ｒｖδ(ｋꎬｌ)

Ｅ{ｗｋｖＴｌ } ＝Ｒｗｖδ(ｋꎬｌ)

(５)

式中:Ｒｗ>０、Ｒｖ>０ꎬ分别表示过程噪声协方差和量测噪声协方

差ꎻＲｗｖ表示过程和量测噪声的协方差矩阵ꎮ 上述的协方差矩

阵都是已知的ꎬδ(ꎬ)表示以下定义的克罗内克函数

δ(ｋꎬｌ)＝
１ꎬｋ＝ ｌ
０ꎬｋ≠ｌ{ (６)

由式(５)－式(６)可以看出过程噪声 ｗｋ 和量测噪声 ｖｋ
是相关的ꎮ 本文对具有相关噪声的系统ꎬ提出一种直接估

计算法ꎬ简化估计值的分析过程ꎮ

２　 递归滤波器的设计与研究
本文设计最小方差无偏递归滤波器ꎬ该滤波器适用于具有

未知干扰、量测缺失、过程噪声和量测噪声相关的系统ꎮ
与以往的设计方法不同ꎬ假设量测方程中未知干扰前系数

矩阵不满秩ꎮ
为了同时估计未知干扰和状态ꎬ设计以下形式的滤波器:

ｕ—
∧

ｋ ＝Ｈ
—

ｋ(ｙｋ－πＣｋｘ
∧

ｋ) (７)

ｕ
∧

ｋ ＝Ｔ
＋
ｋ ｕ—
∧

ｋ (８)

ｘ
∧

ｋ＋１ ＝Ａｋｘ
∧

ｋ＋Ｂｋｕ
∧

ｋ＋Ｌ
—

ｋ(ｙｋ－πＣｋｘ
∧

ｋ－Ｄ
—

ｋ ｕ
—∧

ｋ) (９)

其中:ｕ—
∧

ｋ 表示 ｋ 时刻虚拟未知干扰估计ꎻｘ
∧

ｋ 表示状态估

计ꎻＨ
—

ｋ 和 Ｌ
—

ｋ 是待确定的滤波器增益矩阵ꎮ 实际上ꎬ估计

器(９)根据 ｋ 时刻获得的信息ꎬ给出 ｋ＋１时刻的状态估计

值ꎮ 由于本文反映的是带直通项的反馈系统ꎬ虚拟未知干

扰估计器(７)可利用 ｋ 时刻信息来估计 ｋ 时刻的虚拟未知

干扰ｕ—
∧

ｋꎬ进而可以得到未知干扰估计 ｕ
∧

ｋꎮ

定义ｕ
— 

ｋ ＝ｕ
—

ｋ－ｕ
—∧

ｋꎬｘ
~
ｋ ＝ｘｋ－ｘ

∧
ｋꎬ分别表示虚拟未知干扰估

计误差和状态估计误差ꎬ并定义估计误差的协方差矩阵

如下:

Ｐ ｕ
—

ｋ ＝Ｅ{ｕ
— 

ｋ ｕ
— Ｔ

ｋ }

Ｐｘ
ｋ＋１ ＝Ｅ{ｘ

~
ｋ＋１ｘ
~ Ｔ
ｋ＋１}

Ｐ ｕ
—

ｘ
ｋ ＝Ｅ{ｕ

— 
ｋｘ
~ Ｔ
ｋ＋１}

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１０)

定义虚拟未知干扰估计误差:ｕ
— 

ｋ ＝ ｕ
—

ｋ－ｕ
—∧

ｋꎬ状态估计误

差:ｘ
~
ｋ＋１ ＝ｘｋ＋１－ｘ

∧
ｋ＋１

ｕ
— 

ｋ ＝ｕ
—

ｋ－ｕ
—∧

ｋ ＝ｕ
—

ｋ－Ｈ
—

ｋ(ｙｋ－πＣｋｘ
∧

ｋ)＝

(Ｉ－Ｈ
—

ｋＤ
—

ｋ)ｕ
—

ｋ－Ｈ
—

ｋ(δｋＣｋｘｋ－πＣｋｘ
∧

ｋ＋ｖｋ) (１１)

ｘ
~
ｋ＋１ ＝ｘｋ＋１－ｘ

∧
ｋ＋１ ＝

Ａｋｘ
~
ｋ＋(ＢｋＴ

＋
ｋ －Ｌ
—

ｋＤ
—

ｋ)ｕ
— 

ｋ＋ｗｋ－Ｌ
—

ｋ(δｋＣｋｘｋ－πＣｋｘ
∧

ｋ＋ｖｋ) (１２)
由于本文的目的是设计满足无偏最小方差的未知干

扰和状态滤波器ꎬ首要任务是求解滤波器的增益矩阵 Ｈ
—

ｋ

和 Ｌ
—

ｋꎬ保证估计误差均值为 ０ꎬ同时最小化估计误差协方

差矩阵 Ｐ ｕ
—

ｋ 和 Ｐｘ
ｋ＋１ꎮ

定理 １.令状态估计的初始值 ｘ
∧
０ ＝ Ｅ{ｘ０}ꎬ当且仅当

Ｈ
—

ｋＤ
—

ｋ ＝ Ｉ 时ꎬ式(７)－式(９)给出的滤波器满足无偏ꎮ
证明:由于随机变量 δｋ 与其他向量不相关ꎬｗｋ 和 ｖｋ 统

计特性已知ꎬ对方程(１１)和方程(１２)的两侧分别求期望

Ｅ{ｕ
— 

ｋ} ＝Ｅ{(Ｉ－Ｈ
—

ｋＤ
—

ｋ)ｕ
—

ｋ－Ｈ
—

ｋπＣｋｘ
~
ｋ}

Ｅ{ｘ
~
ｋ＋１} ＝Ｅ{(Ａｋ－π Ｌ

—
ｋＣｋ)ｘ

~
ｋ＋(ＢｋＴ

＋
ｋ －Ｌ
—

ｋＤ
—

ｋ)ｕ
— }{
(１３)

假设初始值 ｘ
∧
０ ＝ Ｅ{ｘ０}ꎬ此时系统状态估计满足无

偏ꎬ当且仅当 Ｈ
—

ｋＤ
—

ｋ ＝ Ｉ 时通过递归计算方程(１３)ꎬ很容易

得出 Ｅ{ｕ
— 

ｋ} ＝ ０和 Ｅ{ｘ
~
ｋ＋１} ＝ ０ꎮ

在 Ｈ
—

ｋＤ
—

ｋ ＝ Ｉ 的无偏条件下ꎬ式(１１)可以重写为

ｕ
— 

ｋ ＝ －Ｈ
—

ｋ(δｋＣｋｘｋ－πＣｋｘ
∧

ｋ＋ｖｋ) (１４)
虚拟未知干扰估计误差的协方差矩阵

Ｐ ｕ
—

ｋ ＝Ｅ{ｕ
— 

ｋ ｕ
— Ｔ

ｋ } ＝Ｈ
—

ｋＱｋＨ
— Ｔ

ｋ (１５)

９
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式中 Ｑｋ ＝πＣｋＰｘ
ｋＣＴｋ ＋(π－π２)Ｃｋｘ

∧
ｋｘ
∧Ｔ

ｋＣＴｋ ＋Ｒｖꎮ 由于量测缺

失可能发生ꎬ此时包含了状态估计项 ｘ
∧

ｋꎮ 注意当 π ＝ １
时ꎬＱｋ ＝ＣｋＰｘ

ｋＣＴｋ ＋ＲｖꎬＱｋ 是对称正定矩阵ꎮ 注:
Ｅ{δｋ} ＝Ｅ{δ２ｋ} ＝π

Ｅ{ｘｋｘＴｋ } ＝Ｐｘ
ｋ＋ｘ
∧

ｋｘ
∧Ｔ

ｋ
{ (１６)

状态估计误差协方差矩阵如下

Ｐｘ
ｋ＋１ ＝Ｅ{ｘ

~
ｋ＋１ｘ
~ Ｔ
ｋ＋１} ＝

ＡｋＰｘ
ｋＡＴｋ ＋(ＢｋＴ

＋
ｋ －Ｌ
—

ｋＤ
—

ｋ)Ｐ ｕ
—

ｋ (ＢｋＴ
＋
ｋ －Ｌ
—

ｋ Ｄ
—

ｋ) Ｔ＋

Ｒｗ＋Ｌ
—

ｋＱｋＬ
—Ｔ

ｋ ＋Ａｋ(Ｐｕ—ｘ
ｋ ) Ｔ(ＢｋＴ

＋
ｋ －Ｌ
—

ｋ Ｄ
—

ｋ) Ｔ－

πＡｋＰｘ
ｋＣＴｋＬ

—Ｔ
ｋ ＋(ＢｋＴ

＋
ｋ －Ｌ
—

ｋＤ
—

ｋ)Ｐ ｕ
—

ｘ
ｋ ＡＴｋ －

(ＢｋＴ
＋
ｋ －Ｌ
—

ｋＤ
—

ｋ)Ｈ
—

ｋＲＴｗｖ－π(ＢｋＴ
＋
ｋ －Ｌ
—

ｋＤ
—

ｋ)(Ｐ ｕ
—

ｘ
ｋ )ＣＴｋＬ

—Ｔ
ｋ ＋

(ＢｋＴ
＋
ｋ －Ｌ
—

ｋＤ
—

ｋ)Ｈ
—

ｋＲｖＬ
—Ｔ

ｋ －ＲｗｖＨ
— Ｔ

ｋ(ＢｋＴ
＋
ｋ －Ｌ
—

ｋ Ｄ
—

ｋ) Ｔ－

ＲｗｖＬ
—Ｔ

ｋ －πＬ
—

ｋＣｋＰｘ
ｋＡＴｋ －πＬ

—
ｋＣｋ(Ｐ ｕ

—
ｘ

ｋ ) Ｔ(ＢｋＴ
＋
ｋ －Ｌ
—

ｋ Ｄ
—

ｋ) Ｔ＋

Ｌ
—

ｋＲｖＨ
— Ｔ

ｋ(ＢｋＴ
＋
ｋ －Ｌ
—

ｋ Ｄ
—

ｋ) Ｔ－Ｌ
—

ｋＲＴｗｖ (１７)
其中虚拟未知干扰和状态的估计误差协方差矩阵

Ｐ ｕ
—

ｘ
ｋ ＝Ｅ{ｕ

— 
ｋｘ
~ Ｔ
ｋ } ＝Ｅ{－Ｈ

—
ｋ(δｋＣｋｘｋ－πＣｋｘ

∧
ｋ＋ｖｋ)ｘ

~ Ｔ
ｋ } ＝ －

πＨ
—

ｋＣｋＰｘ
ｋ (１８)

为了简化描述ꎬ协方差矩阵 Ｐｘ
ｋ＋１可以重写为

Ｐｘ
ｋ＋１ ＝Ｌ

—
ｋＳｋＬ

—Ｔ
ｋ ＋Ｌ
—

ｋＴｋ＋ＴＴｋＬ
—Ｔ

ｋ ＋Ｅｋ＋Ｒｋ (１９)

其中

Ｅｋ ＝ＡｋＰｘ
ｋＡＴｋ ＋ＢｋＴ

＋
ｋ Ｐ ｕ
—

ｋ (ＢｋＴ
＋
ｋ ) Ｔ＋

Ａｋ(Ｐ ｕ
—

ｘ
ｋ ) Ｔ(ＢｋＴ

＋
ｋ ) Ｔ＋ＢｋＴ

＋
ｋ Ｐ ｕ
—

ｘ
ｋ ＡＴｋ (２０)

Ｒｋ ＝Ｒｗ－ＢｋＴ
＋
ｋＨ
—

ｋＲＴｗｖ－ＲｗｖＨ
— Ｔ

ｋ (ＢｋＴ
＋
ｋ ) Ｔ (２１)

Ｔｋ ＝ －Ｄ
—

ｋＰ ｕ
—

ｋ (ＢｋＴ
＋
ｋ ) Ｔ－Ｄ

—
Ｐ ｕ
—

ｘ
ｋ ＡＴｋ ＋Ｄ

—
ｋＨ
—

ｋＲＴｗｖ－

πＣｋＰｘ
ｋＡＴｋ －ＲＴｗｖ＋ＱｋＨ

—
ｋ(ＢｋＴ

＋
ｋ ) Ｔ－ＲＴｗｖ (２２)

Ｓｋ ＝Ｄ
—

ｋＰ ｕ
—

ｋ Ｄ
—Ｔ

ｋ ＋Ｑｋ－Ｄ
—

ｋＨ
—

ｋＱｋ－ＱｋＨ
— Ｔ

ｋＤ
—Ｔ

ｋ (２３)

通过最小化式(１５)和式(１９)给出的协方差矩阵 Ｐ ｕ
—

ｋ

和 Ｐｘ
ｋ＋１来确定计算滤波器中待定增益矩阵 Ｈ

—
ｋ 和 Ｌ

—
ｋꎮ

定理 ２.经过满秩分解后的系数矩阵 Ｄ
—

ｋ 满足 Ｈ
—

ｋＤ
—

ｋ ＝ Ｉ
时ꎬ递归滤波器(７) －递归滤波器(９)可以实现无偏估计ꎮ

在此前提下ꎬ设计增益矩阵 Ｈ
—

ｋ 满足

Ｈ
—

ｋ ＝(Ｄ
—Ｔ

ｋＱｋＤ
—

ｋ)
－１Ｄ
—Ｔ

ｋＱ
－１
ｋ (２４)

可以得到最小虚拟未知干扰估计误差协方差矩阵 Ｐ ｕ
—

ｋ ꎮ

Ｐ ｕ
—

ｋ ＝(Ｄ
—Ｔ

ｋＱｋＤ
—

ｋ)
－１ (２５)

证明:将增益矩阵 Ｈ
—

ｋ 的求取转换为带约束条件的优

化问题ꎬ目的是满足估计误差协方差 Ｐ ｕ
—

ｋ 最小ꎮ 在这里考

虑使用拉格朗日乘子法ꎬ其中 Λ 表示拉格朗日乘子ꎬ将无

偏条件 Ｈ
—

ｋＤ
—

ｋ ＝ Ｉ 作为约束ꎬ构造新的拉格朗日函数:

Ｐ ｕ
—

ｋ (Λ)＝ Ｐ ｕ
—

ｋ ＋(Ｉ－Ｈ
—

ｋＤ
—

ｋ)Λｋ＋ΛＴｋ( Ｉ－Ｄ
—Ｔ

ｋＨ
— Ｔ

ｋ ) ＝ (Ｈ
—

ｋ －ΛＴｋＤ
—Ｔ

ｋＱ
－１
ｋ )Ｑｋ(Ｈ

—
ｋ －ΛＴｋＤ

—Ｔ
ｋＱ
－１
ｋ ) Ｔ －[Λｋ －Ｄ

—Ｔ
ｋＱ

－１
ｋ Ｄ
—

ｋ] Ｔ Ｄ
—Ｔ

ｋＱ
－１
ｋ Ｄ
—

ｋ [Λｋ －

Ｄ
—Ｔ

ｋＱ
－１
ｋ Ｄ
—

ｋ]＋(Ｄ
—Ｔ

ｋＱ
－１
ｋ Ｄ
—

ｋ)
－１ (２６)

　 　 结合对称正定矩阵的相关定义ꎬ确定增益矩阵 Ｈ
—

ｋ 的取

值使协方差矩阵 Ｐ ｕ
—

ｋ 最小ꎮ 详细证明过程见参考文献[８]ꎮ

以最优增益矩阵 Ｈ
—

ｋ 和协方差矩阵 Ｐ ｕ
—

ｋ 为基础ꎬ通过

求取状态滤波器中的增益矩阵 Ｌ
—

ｋꎬ最小化状态估计误差

的协方差 Ｐｘ
ｋ＋１ꎮ 将式(２４)－式(２５)代入式(２３)ꎬ得

Ｓｋ ＝Ｄ
—

ｋＰ ｕ
—

ｋ Ｄ
—Ｔ

ｋ ＋Ｑｋ－Ｄ
—

ｋＨ
—

ｋＱｋ－ＱｋＨ
— Ｔ

ｋＤ
—Ｔ

ｋ ＝

Ｑｋ－Ｄ
—

ｋ(Ｄ
—Ｔ

ｋＱｋＤ
—

ｋ)
－１Ｄ
—Ｔ

ｋ ＝[Ｉ－Ｄ
—

ｋ(Ｄ
—Ｔ

ｋＱｋＤ
—

ｋ)
－１Ｄ
—Ｔ

ｋＱ
－１
ｋ ]Ｑｋ (２７)

由矩阵行列式性质得

ｄｅｔ(Ｓｋ)＝ ｄｅｔ[Ｉ－Ｄ
—

ｋ (Ｄ
—Ｔ

ｋＱ
－１
ｋ Ｄ
—

ｋ)
－１Ｄ
—Ｔ

ｋＱ
－１
ｋ ]ｄｅｔ(Ｑｋ)＝

ｄｅｔ[Ｉ－(Ｄ
—Ｔ

ｋＱ
－１
ｋ Ｄ
—

ｋ)
－１Ｄ
—Ｔ

ｋＱ
－１
ｋ Ｄ
—

ｋ]ｄｅｔ(Ｑｋ)＝ ０ (２８)
由式 ( ２８) 可以 看 出 Ｓｋ 是 奇 异 矩 阵ꎬ此 时 假 设

Ｒ(Ｓｋ)＝ ｒｋꎬ令增益矩阵 Ｌ
—

ｋ 满足以下形式

Ｌ
—

ｋ ＝ＬｋＭｋ (２９)

式中:Ｍｋ∈Ｒｒｋ×ｎｙ满足 ＭｋＳｋＭＴ
ｋ 是可逆的ꎻＬ

—
ｋ 是具有适当

维数的矩阵ꎮ 因为 Ｒ(Ｓｋ)＝ ｒｋꎬ存在一定的正交矩阵 Ｕｋ∈
Ｒｎｙ×ｎｙꎬ满足

ＵｋＳｋＵＴｋ ＝
Λｒｋ

０

０ ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (３０)

Λｒｋ
是由 Ｓｋ 的 ｒｋ 个非 ０特征值组成的对角矩阵ꎬ可以

证明 ＭｋＳｋＭＴ
ｋ 是可逆的ꎬ利用矩阵对角化理论ꎬ给出了矩

阵 Ｍｋ 的计算方法如下

Ｍｋ ＝ Ｉｒｋ 　 ０[ ] Ｕｋ (３１)

通过 Ｌｋ 和 Ｍｋ 可以确定最优的增益矩阵 Ｌ
—

ｋꎬ状态估

计误差协方差矩阵是

Ｐｘ
ｋ＋１ ＝Ｌ

—
ｋＳｋＬ

—Ｔ
ｋ ＋Ｌ
—

ｋＴｋ＋ＴＴｋＬ
—Ｔ

ｋ ＋Ｅｋ＋Ｒｋ ＝
ＬｋＭｋＳｋＭＴ

ｋＬＴｋ ＋ＬｋＭｋＴｋ＋ＴＴｋＭＴ
ｋＬＴｋ ＋Ｅｋ＋Ｒｋ (３２)

由于 ＭｋＳｋＭＴ
ｋ 可逆ꎬ上式重写为

Ｐｘ
ｋ＋１ ＝(ＬｋＭｋＳｋＭＴ

ｋ ＋ＴＴｋＭＴ
ｋ )[Ｌｋ＋ＴＴｋＭＴ

ｋ(ＭｋＳｋＭＴ
ｋ )
－１] Ｔ ＋Ｅｋ ＋Ｒｋ －ＴＴｋＭＴ

ｋ(ＭｋＳｋＭＴ
ｋ )
－１ＭｋＴｋ ＝ [Ｌｋ ＋ＴＴｋＭＴ

ｋ (ＭｋＳｋＭＴ
ｋ )
－１]

(ＭｋＳｋＭＴ
ｋ )[Ｌｋ＋ＴＴｋＭＴ

ｋ (ＭｋＳｋＭＴ
ｋ )
－１]＋Ｅｋ＋Ｒｋ－ＴＴｋＭＴ

ｋ(ＭｋＳｋＭＴｋ )
－１ＭｋＴｋ (３３)

　 　 当 Ｌｋ ＝ －ＴＴｋＭＴ
ｋ (ＭｋＳｋＭＴ

ｋ )
－１时ꎬＰｘ

ｋ＋１最小ꎮ 此时的增

益矩阵表示为

Ｌ
—

ｋ ＝ＬｋＭｋ ＝ －ＴＴｋＭＴ
ｋ (ＭｋＳｋＭＴ

ｋ )
－１Ｍｋ (３４)

３　 数值仿真分析

假设初始的状态值 ｘ０ ＝ ０.３ －０.５ ０.２[ ] Ｔꎬ系统的

过程噪声和量测噪声分别为

ｗｋ ＝
０.１
０.２
０.３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
εꎬｖｋ ＝

０.４
０.７

é

ë
êê

ù

û
úú ε

式中实数 ε 表示高斯白噪声ꎬ其均值为 ０ꎬ协方差为 ０.５ꎮ
针对可能发生量测信息缺失的情况ꎬ在仿真实验中用 π ＝

０１
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０.９５的随机序列且服从伯努利分布的{δｋ}来模拟量测丢

失的过程ꎮ 设置 ｘ
∧
０ ＝ ０ ０ ０[ ] Ｔ 和 Ｐｘ

０ ＝ Ｉ 递归计算增益

矩阵 Ｈ
—

ｋ 和 Ｌ
—

ｋ 以及方差矩阵 Ｐ ｕ
—

ｋ 和 Ｐｘ
ｋ＋１ꎬ加入的未知干扰

类型为余弦函数和随机信号ꎮ 本文通过一个数值仿真实

例来验证该滤波算法的有效性ꎮ 参照文献[１１]选取适当

系统矩阵如下ꎬ其中系数矩阵 Ａｋ 是时变的ꎮ

Ｂｋ ＝
０.８ ２
－０.７５ －０.８
０.３５ －０.８５

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎬＣｋ ＝

－０.４ １ ０.５
－０.３ １.５ －０.１

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬＤｋ ＝

０ ０.９
０ ０

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

　 　 Ａｋ ＝
０.６ －０.５ ０.２ｃｏｓｋ
０.２ ０.４＋０.４ｃｏｓ(ｋ) －０.２

０.２＋０.２ｓｉｎｋ ０.５ －０.５

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎮ

图 １和图 ２分别是应用递归滤波器得到的线性系统

状态 ｘｋ 和未知干扰 ｕｋ 的估计结果图ꎮ 图 １ 反映了系统

状态的估计值跟随着真实值的变化ꎬ表现出良好的滤波性

能ꎬ实现对系统状态的无偏估计ꎮ 从图 ２ 可以看出ꎬ本文

提出的递归滤波算法对未知干扰 ｕ２能够实现良好的估

计ꎬ但是对未知输入 ｕ１没有产生估计效果ꎬ原因是对系数

矩阵 Ｄｋ 进行满秩分解后的矩阵 Ｔｋ 的第一列系数全为 ０ꎬ
导致量测值输出中没有 ｕ１的信息ꎮ
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图 １　 状态 ｘｋ 真实值和估计值
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图 ２　 未知干扰 ｕｋ 的真实值和估计值

４　 结语
本文研究了一类含有量测缺失和相关噪声的线性离

散系统状态和未知干扰同时估计问题ꎬ其中表示量测缺失

的随机序列满足伯努利分布ꎬ系统内噪声相关和量测方程

中未知干扰系数矩阵不满秩ꎮ 提出了一种基于直接代数

运算的滤波算法ꎬ该算法在满足未知干扰和线性系统状态

估计无偏的条件基础上ꎬ以估计误差协方差矩阵最小化为

目的ꎬ运用相关的数学理论知识获得滤波器中待定的增益

矩阵ꎬ并通过数值仿真验证了该滤波算法有效性ꎮ
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