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摘　 要:针对小型电控越野机器人的应用需求ꎬ采用一种克里斯蒂悬挂形式的机械结构ꎬ结合

力学模型与非线性规划来求解悬挂中几何结构参数最优解ꎬ利用动态微分方程分析悬挂弹簧

处的时间与位移调节过程ꎬ解决悬挂系统的特性参数选取问题ꎮ 根据与动态响应仿真结果的

对比ꎬ选取临界阻尼进行悬挂弹簧系统的参数调整ꎬ得到相应的弹簧刚度系数与黏性阻尼系

数ꎬ实现悬挂系统特性参数的优化ꎮ
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０　 引言

克里斯蒂悬挂是装甲车辆上的一种悬挂装置ꎬ也是现

代军用车辆中仍然采用的悬架系统之一[１] ꎬ单个发动机

的车辆如果要形成左右两侧主动轮的差速则需要多套差

速器或液压传动机构[２] ꎬ结构复杂ꎬ成本高昂ꎬ且不适用

于此悬挂系统ꎮ 小型电控越野机器人的驱动方式常采用

４ 轮电机驱动ꎬ通常使用多个电机分别连接各个车轮ꎬ其
转向依靠各个车轮之间的差速ꎮ 克式悬架的最重要之处

是将下横臂纵置ꎬ并将下横臂进行了简化ꎬ使得簧载质量

在整车质量的占比进一步提高ꎬ采用弹性元件与减震器配

合代替控制车轮运动姿态的连接件ꎬ使得悬架完全竖直布

置ꎬ大大节省了空间ꎮ 故可以采用克里斯蒂悬挂来减少悬

挂空间ꎬ目的是为了给控制系统等模块留出空间位置ꎮ 本

文基于悬挂的机械结构来进行建模设计ꎬ分析各个杆件之

间的几何关系与受力情况ꎮ 为了减轻悬挂弹簧处的受力ꎬ
需要对悬挂特性参数进行选取ꎬ并进行几何关系之间的约

束ꎬ利用非线性规划求解出合理的几何结构数值解ꎬ结合

动态响应模型仿真ꎬ利用动态微分方程来求解悬挂弹簧处

的时间与位移调节过程ꎬ确定出合适的弹簧刚度系数和黏

性阻尼系数ꎬ使其悬挂系统快速达到稳态ꎮ 从而求解出悬

挂系统中参数变量的理论较优解ꎬ进而实现悬挂系统特性

参数的优化选取ꎮ

１　 系统模型的建立与仿真

１.１　 几何结构与力学模型的建立

首先引入克里斯蒂悬挂机械结构ꎬ利用软件绘制小型

电控越野机器人的三维模型(无上身机械臂与传感器负

载)如图 １ 所示ꎬ并绘制悬挂截面图(图 ２)ꎮ 其中车轮转

向依靠各个轮胎的差速ꎬ动力来源于直接相连的电机(为
减少整体零件数ꎬ无传动系统)ꎮ 车板上密排孔后期可折

弯以提高抗弯截面系数ꎻ较重的电池布置在车板偏下部

位ꎬ以此降低质心ꎬ提高稳定性ꎻ形心位置布置在 ４ 个车轮

的中间位置或附近ꎬ这样是为了避免车体的俯仰和侧倾ꎬ而
轮距及轴距则与普通越野机器人接近ꎬ在此不过多赘述ꎮ
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通过图 ２ 可以建立悬挂结构的力学模型(图 ３)ꎬ设定

如下参数:ＢＤ＝ ｘ１ꎬＡＤ＝ ｘ２ꎬＡＣ ＝ ｘ３ꎬＡＥ ＝ ｘ４ꎬＢＥ ＝ ｘ５ꎬＡＧ ＝ ｈꎬ
∠ＢＡＤ＝αꎬ∠ＡＢＤ＝βꎬ∠ＧＡＣ＝ θꎬ∠ＤＡＣ＝φꎮ

图 １　 小型电控越野机器人三维模型
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图 ２　 克里斯蒂悬挂系统模型
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图 ３　 悬挂系统静力学模型

从图 ３ 可以看出 ＦＡｘ、ＦＡｙ是一对正交分力ꎬＦＢＤ为 Ｂ 点

所受的力ꎬ且 ＢＤ 杆相当于二力杆ꎬＡ 处为轴承处转动中

心ꎬＣ 处为轮胎的转动中心ꎬＢ 点为支架铰链连接点ꎬＡＤ、
ＡＣ 焊接为同一构件ꎮ 车轮 Ｃ 点处遇到障碍物所受的反作

用力 Ｆ 可分解为 ＦＣｘ与 ＦＣｙꎬ主要研究 ＦＣｙ竖直方向上压缩

弹簧的力ꎬＦＣｘ由驱动力来克服ꎬ故可以不考虑ꎮ
在其余各杆件尺寸均已知情况下(除了 ｘ１ 未知)ꎬ具

体如下:

θ＝ π
２

＋ａｒｃｔａｎ
ｘ４

ｘ５
－φ－α (１)

其中 φ 最好保持 １０°以下ꎬ这里可以取一定值为 φ＝ ５°ꎮ

由 ｃｏｓα＝ＡＢ
２＋ＡＤ２－ＢＤ２

２ＡＤＡＢ
ꎬ得

α＝ａｒｃｃｏｓ
ｘ２
４＋ｘ２

５＋ｘ２
２－ｘ２

１

２ｘ２ ｘ２
４＋ｘ２

５

æ

è
ç

ö

ø
÷ (２)

由 ｘ１ｓｉｎβ＝ ｘ２ｓｉｎα 得:β＝ａｒｃｓｉｎ
ｘ２

ｘ１
ｓｉｎαæ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

由合力矩定理:∑Ｍ(Ｆ)＝ ０ꎬ以 Ａ 点为矩心ꎬ求解得

ＦＢＤ ＝
ｘ３ｓｉｎθ

ｘ２
４＋ｘ２

５ ｓｉｎβ
ＦＣｙ (３)

式中:ＦＣｙ ＝ＦｓｉｎθꎻＦｍａｘ ＝ ９５ Ｎꎬ则

ＦＢＤ ＝
ｘ３ｓｉｎ２ π

２
＋ａｒｃｔａｎ

ｘ４

ｘ５
－φ－αæ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ２
４＋ｘ２

５ ｓｉｎβ
Ｆ

由 ｈ＝ ｘ３ｃｏｓθꎬ得

ｈ＝ ｘ３ｃｏｓ
π
２

＋ａｒｃｔａｎ
ｘ４

ｘ５
－φ－αæ

è
ç

ö

ø
÷ (４)

故只要确定了 θ 和 φ 以及除了 ｘ１ 外各杆件的尺寸ꎬ
即确定 αꎬ便确定 ｘ１ 的大小ꎮ 以上是悬挂系统的几何结

构部分ꎮ 有了上述模型的对应公式ꎬ对于杆长与角度的选

取ꎬ只要满足相比车轮处ꎬ减轻悬挂弹簧处的受力即可ꎮ
以上的力学模型部分ꎬ可采用非线性规划来找出一组最优

解ꎬ并设置目标函数与约束条件ꎮ 令:α 为 ｘ６ꎬβ 为 ｘ７ꎬθ 为

ｘ８ꎬｈ 为 ｘ９ꎬＦＢＤ为 ｘ１０ꎮ 数学规划问题的三要素为决策变

量、目标函数和约束条件[３] ꎮ
目标函数:

ｍｉｎＦ ＝ ∑
１０

ｉ ＝ １
ｘｉ (５)

约束条件:

ｘ２
４＋ｘ２

５ －ｘ１－ｘ２≤０
４０≤ｘ１≤８０ꎬ３０≤ｘ２≤５０
７０≤ｘ３≤８０ꎬ４０≤ｘ４≤５０

４０≤ｘ５≤７０ꎬ０≤ｘ６≤
π
３

０≤ｘ７≤
π
２ ꎬ０≤ｘ８≤

π
２

０≤ｘ９≤４０ꎬ９５<ｘ１０≤１１０

ｘ８＋ｘ６＋
π
３６

－ π
２

－ａｒｃｔａｎ
ｘ４

ｘ５
＝ ０

ｘ２
４＋ｘ２

５＋ｘ２
２－ｘ２

１－２ｘ２ ｘ２
４＋ｘ２

５ ｃｏｓｘ６ ＝ ０

ｘ７－ａｒｃｓｉｎ
ｘ２

ｘ１
ｓｉｎｘ６

æ

è
ç

ö

ø
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ｘ１０ ｘ２
４＋ｘ２

５ ｓｉｎｘ７－９５ｘ３ｓｉｎ２ｘ８ ＝ ０
ｘ９－ｘ３ｃｏｓｘ８ ＝ ０
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ï
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ï
ï
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ï
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ï

ï
ï
ï
ï
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ï
ï
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其中目标函数设定为各个变量之和ꎬ结合约束条件之

间的杆长与受力约束ꎬ是为了保证满足 ９５ Ｎ<ＦＢＤ <１１０ Ｎꎬ
使悬挂系统结构紧凑ꎮ

利用 ＭＡＴＬＡＢ 解得:ｘ１ ＝ ５９.１５ꎬｘ２ ＝ ５０ꎬｘ３ ＝ ７０ꎬｘ４ ＝
４０ꎬｘ５ ＝ ５１.６２ꎬｘ６ ＝ ６０°ꎬｘ７ ＝ ４７.１°ꎬｘ８ ＝ ６２.８°ꎬｘ９ ＝ ３２.０３ꎬ
ｘ１０ ＝ １１０ꎮ 由上述求解ꎬ可设定悬挂系统中的几何参数为

ｘ２ ＝ ５０ｍｍꎬｘ３ ＝ ７０ｍｍꎬｘ４ ＝ ４０ｍｍꎬｘ５ ＝ ５１.６２ｍｍꎬφ＝ ５°ꎬα＝
６０°ꎮ 相应的参数来源于结构位置ꎬ其中 ｘ３ 为主要变量ꎬ
若 ｘ３ 过小ꎬ则悬挂行程较小ꎬ即能吸收的冲击较小ꎻ若 ｘ３

过大ꎬ则支撑中心靠后ꎬ易导致车辆前倾ꎮ ｘ２、φ 根据电机

等结构的尺寸确定ꎬｘ２<ｘ３ 是为了便于电机的安装ꎬｘ４、ｘ５、
ｘ６ 则是为了保证悬挂杠杆比适中ꎮ Ｆｍａｘ为单轮所受的最

大力ꎬ可根据电机的转速与转矩来确定其上限值ꎬ发现

ＦＢＤ ＝ １１０ Ｎꎬ同时实现了
ＦＢＤ

Ｆ
＝ １.１５８ 的杠杆比效果ꎬ可选择

此几何尺寸参数进行悬挂结构设计(具体尺寸参数可以根

据车体结构自行调整变量约束范围ꎬ且此算法仍然适用)ꎮ
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１.２　 动态响应的仿真分析

分析系统的工作原理和信号传递变换的过程ꎬ确定系

统和各元件的输入、输出量ꎮ 利用动态微分方程来求解悬

挂弹簧处的时间与位移调节过程ꎬ使其快速达到稳态ꎮ 将

悬挂弹簧处看成质量－弹簧－阻尼系统ꎬ分别以 ｍ、Ｋ、Ｂ 来

表示质量、弹簧刚度系数和黏性阻尼系数ꎮ 以系统在静止

平衡时的点为 ０ 点ꎬ即静态平衡工作点ꎬ这样的零位选择

消除了重力的影响[４] ꎮ 悬挂弹簧系统的输入量为外作用

力 ＦＢＤꎬ输出量为质量块的位移 ｘ０ ( ｔ)ꎮ 现研究 ＦＢＤ 与

ｘ０( ｔ)之间的关系ꎮ 根据理论推导:

ｘ０＋２ζωｎ ｘ０＋ω２
ｎｘ０ ＝ＦＢＤ (６)

式中:阻尼比 ζ ＝ Ｂ
２ Ｋｍ

ꎻ固有频率 ωｎ ＝
Ｋ
ｍ

ꎻ初始条件

ｘ０(０)＝ ｘ０(０)＝ ０ꎮ
全车采用轻型设计ꎬ车的质量要尽量小些ꎮ 一般工程

赛车是 ５ ｋｇ 左右ꎬ悬挂铰牙基本上处于较高的位置ꎬ全车

簧载质量主要来源于电池、稳压器、机械臂ꎬ所以预估车体

上身载重质量为 ３.５ ｋｇꎮ 在 ＦＢＤ已知条件下通过调节 ζ、ωｎ

来利用仿真观测悬挂弹簧处的 ｘ０( ｔ)响应ꎮ 其响应为二阶

系统动态响应ꎮ
通过欠阻尼 ζ＝ ０.５、临界阻尼 ζ＝ １ 与过阻尼 ζ＝ １.５ 来

分析系统 ３ 种不同的响应曲线ꎬ利用 ＭＡＴＬＡＢ 中 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ
模块来进行相关的实验仿真ꎮ 因其具备通用性ꎬ可视化与

图形化的设计更易于复杂逻辑的实现ꎻ且标准化代码的生

成ꎬ避免了手写代码的一些错误等优点[４] ꎮ
将固有频率 ωｎ 定为 ２ ｒａｄ / ｓꎬ变换式(６):

ｘ０＋２ζωｎ ｘ


０＋ω２
ｎｘ０ ＝ω２

ｎｕ( ｔ) (７)

式中:输入为 ｕ( ｔ)＝
ＦＢＤ

ω２
ｎ

ꎻ输出为 ｘ０( ｔ)ꎮ

将 ＦＢＤ ＝ １１０ Ｎꎬωｎ ＝ ２ ｒａｄ / ｓ 带入可得 ｕ( ｔ) ＝ ２７.５ꎬ下
面进行 ３ 种不同阻尼情况下的模型仿真ꎬ其模块与结果如

图 ４ 与图 ５ 所示ꎮ
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图 ４　 临界阻尼的信号流图
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图 ５　 ３ 种不同阻尼的系统响应曲线

２　 仿真结果分析与比对

图 ５ 中欠阻尼为线 １ꎬ临界阻尼为线 ２ꎬ过阻尼为线 ３ꎮ
可以看出ꎬ若给系统施加一个冲激 ｕ( ｔ)＝ ２７.５ꎬ其中临界

阻尼与过阻尼响应皆为一条无震荡、无超调的单调上升曲

线ꎬ但过阻尼的过渡时间较长ꎮ 而欠阻尼则是一条以ωｄ ＝

ωｎ １－ζ２ ＝ ３ ｒａｄ / ｓ 为频率的衰减振荡曲线ꎮ 可以发现ꎬ
这 ３ 种不同的阻尼最终都处于稳态ꎮ 对控制系统的基本

要求是响应的稳定性、准确性和快速性[５] ꎮ 掌握系统稳

定性、响应准确性、响应快速性三者之间的制约关系ꎬ对控

制系统的设计与分析有重大意义[６] ꎮ 对其上升时间 Ｔｒ、
超调量 Ｍｐ 和调节时间 Ｔｓｓ进行性能评价:

上升时间 Ｔｒ ＝
π－ａｒｃｔａｎ

１－ζ２

ζ
ωｎ １－ζ２

ꎬ超调量 Ｍｐ ＝ ｅ
－

ζπ
１－ζ２

×

１００％ꎬ调节时间 Ｔｓｓ ＝
４

ζωｎ
ꎮ

响应曲线从初始时刻出发首次达到稳态值所需的时间

称为上升时间ꎮ 上升时间越短ꎬ响应速度越快ꎮ 超调量反

映系统跟踪一个阶跃信号的平稳性ꎬ调节时间反映系统跟

踪一个阶跃信号的迅速程度ꎮ 规定记分规则:１、２、３ꎬ其中

Ｔｒ 越小ꎬ分越高ꎻＭｐ 越小ꎬ分越高ꎻＴｓｓ越小ꎬ分越高(表 １)ꎮ

表 １　 响应性能指标记分

工况 Ｔｒ Ｍｐ Ｔｓｓ

欠阻尼 ３ １ ２

临界阻尼 ２ ３ ３

过阻尼 １ ３ １

　 　 由表 １ 绘制相应的性能指标雷达图如图 ６ 所示ꎮ
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图 ６　 性能指标雷达图

由图 ６ 可以看出ꎬ临界阻尼的性能表现较好ꎬ且临界

阻尼比过阻尼收敛的要快ꎬ综合以上考虑ꎬ故选择临界阻

尼 ζ＝ １ 来进行悬挂弹簧系统的参数调定ꎮ 对式(７)进行

拉氏变换:
Ｌ[ ｘ０＋２ζωｎｘ


０＋ω２

ｎｘ０] ＝Ｌ[ω２
ｎｕ( ｔ)]ꎬ得

ｓ２Ｘ０( ｓ)＋２ζωｎ ｓＸ０( ｓ)＋ω２
ｎＸ０( ｓ)＝ ω２

ｎＵ( ｓ)
二阶系统的传递函数为

Ｇ( ｓ)＝
Ｘ０( ｓ)
Ｕ( ｓ)

＝
ω２

ｎ

ｓ２＋２ζωｎｓ＋ω２
ｎ
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电气与自动化 严冰ꎬ等基于机器视觉的水表分拣系统研究

到机器人坐标系ꎬ本文构建 Ｅｙｅ－ｔｏ－Ｈａｎｄ 标定模型ꎬ并且

利用改进的矩阵直积法进行求解ꎬ得到相机坐标系与机器

人基座坐标系转换关系矩阵 Ｘ 且对产生的误差进行量化

分析ꎮ 进 行 １００ 次 的 随 机 抓 取 实 验ꎬ 平 均 误 差 为

０.８７４ ｍｍꎬ最大误差为 １.１０６ｍｍꎬ达到 １.５ｍｍ 的设计精度

要求ꎮ
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于是得

Ｘ０( ｓ)＝ Ｇ( ｓ)Ｕ( ｓ)＝
２７.５ω２

ｎ

ｓ( ｓ２＋２ζωｎ ｓ＋ω２
ｎ)

将 ζ＝ １ 代入ꎬ系统在 ｕ( ｔ)＝ ２７.５ 信号的作用下的输

出的拉氏变换可展开成部分分式:

Ｘ０( ｓ)＝
２７.５ω２

ｎ

ｓ( ｓ２＋２ωｎ ｓ＋ω２
ｎ)

＝
２７.５ω２

ｎ

ｓ( ｓ＋ωｎ) ２ ＝

２７.５ １
ｓ
－ １
ｓ＋ωｎ

－
ωｎ

( ｓ＋ωｎ) ２
é

ë
êê

ù

û
úú

将上式再进行拉氏反变换ꎬ得出二阶系统在临界阻尼

状态下的 ｕ( ｔ)＝ ２７.５ 响应为

ｘ０( ｔ)＝ ２７.５[１－ｅ－ωｎｔ(１＋ωｎ ｔ)]　 ( ｔ≥０)
再将 ωｎ ＝ ２ 代入可得质量块的位移

ｘ０( ｔ)＝ ２７.５[１－ｅ－２ｔ(１＋２ｔ)]　 ( ｔ≥０)
可以看出质量块的位移随着时间的增长会逐渐收敛ꎮ

以上是动态响应结合几何结构参数所设计出的小型电控

越野机器人悬挂装置系统ꎬ其悬挂装置采用克里斯蒂悬挂

的机械结构ꎮ 由车体上身载重质量 ｍ ＝ ３.５ ｋｇꎬ可得出所

需的弹簧刚度系数 Ｋ＝ω２
ｎｍ＝ １４ Ｎｍꎬ相应的黏性阻尼系

数 Ｂ＝ ２ζ Ｋｍ ＝ １４ Ｎ / (ｍ / ｓ)ꎬ即系统参数均已确定ꎮ 要使

质量块(车体)的位移 ｘ０( ｔ)快速到达稳态ꎬ则需要根据

ｍ、ζ 和 ωｎ 来取定 Ｋ、Ｂ 的系数大小ꎬ再结合几何结构的设

计ꎬ便可设计出较优的小型电控越野机器人悬挂装置系

统ꎮ 综合上述理论模型ꎬ在几何结构与外界输入确定后ꎬ
对于悬挂弹簧处的参数选定ꎬ得到所需的弹簧刚度系数

Ｋ＝ １４ Ｎｍꎬ黏性阻尼系数 Ｂ ＝ １４ Ｎ / (ｍ / ｓ)ꎬ再根据这两

个参数去选型调试ꎬ达到了根据几何结构与外界输入为约

束条件来进行相应的悬挂弹簧系统装置的取定ꎮ
图 ７ 是小型电控越野机器人实物样机ꎮ

３　 结语

本文在小型电控越野机器人悬挂系统设计中得出了

较为合理的方案ꎬ并进行了相关变量的分析ꎬ通过力学模

型与非线性规划来求解几何结构参数的最优解ꎬ再结合动

态响应仿真来求解悬挂系统的特性参数ꎬ选取临界阻尼进

行参数调定ꎬ得到悬挂所需的弹簧刚度系数和黏性阻尼系

数ꎬ实现了悬挂系统特性参数的优化选取ꎮ

图 ７　 小型电控越野机器人实物展示

(已拆除传感器及电路板)
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