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摘　 要:为解决结构在考虑应力－位移相关性条件下的可靠度计算问题ꎬ提出一种基于 Ｃｏｐｕｌａ
函数的结构可靠度计算方法ꎮ 建立结构的有限元模型ꎬ分析结构在工作条件下的静态响应ꎻ利
用 ＡＰＤＬ 语言建立结构参数化分析模型ꎬ并对其进行试验设计ꎻ分别拟合应力、位移与不确定

性因素间的响应面模型ꎬ利用蒙特卡洛方法获取结构性能仿真数据ꎬ计算 Ｇａｕｓｓｉａｎ－Ｃｏｐｕｌａ 函

数的相关系数ꎬ并根据所建立的可靠性分析模型进行结构可靠度分析ꎻ以某型号撒砂装置为例

进行可靠度分析ꎬ并与未考虑相关性条件下的计算结果进行对比ꎮ 对比结果表明:考虑相关性

后结构可靠度小于未考虑相关性时的结果ꎬ且与仅考虑两目标的结果误差分别为 ２.２５％及

１.１２％ꎮ 该结论可供实际机械结构的可靠性评估参考ꎮ
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０　 引言

撒砂装置是铁道车辆在恶劣天气运行时ꎬ确保轮轨间

有一定黏着力的重要转向架组成部件ꎬ其工作安全性及可

靠性会直接影响列车运行性能[１－２] ꎮ 由于工作载荷的严

酷性及转向架设计空间有限ꎬ须在确保结构静强度安全性

的条件下避免转向架产生干涉ꎮ 因此ꎬ分析撒砂装置在考

虑静强度及位移失效模式条件下的可靠性ꎬ对列车运行安

全性的提升具有重要的实用价值ꎮ
近年来ꎬＣｏｐｕｌａ 函数在分析多失效模式下的结构可靠

性领域展现出一定优势ꎬ尤其在分析可靠度与不确定性因

素间的关系、量化不同失效模式相关性等方面获得了大量

成果ꎮ 金聪鹤等[３] 考虑载荷时变效应的相关性ꎬ基于

Ｃｏｐｕｌａ 函数建立了一种关联载荷作用下的桥梁时变可靠

性模型ꎬ并通过实例验证了模型的合理性ꎻＤＯＮＧ Ｚ Ｑ
等[４]将 Ｃｏｐｕｌａ 函数与实测数据相结合ꎬ建立了考虑降雨

及地震强度的联合概率模型ꎬ并分析了两因素共同作用下

的建筑结构可靠性ꎻＡＮＤＲＡＤＥ Ｂ Ｂ 等[５] 提出了一种新型

的 Ｃｏｐｕｌａ 函数的参数估计方法ꎬ并通过计算验证了方法

的有效性ꎻＦＡＮＧ Ｇ Ｑ 等[６] 针对多变量退化的问题ꎬ构建

了考虑相关退化过程的 Ｃｏｐｕｌａ 函数框架ꎬ并在可靠性评
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估领域得到了成功应用ꎻ胡启国等[７] 基于极大似然估计

法和 ＡＩＣ 信息识别准则ꎬ提出了一种基于 Ｃｏｐｕｌａ 函数的

多失效模式问题降维分析方案ꎻ祁辉等[８] 对多部件串联

系统下应力－强度可靠性问题ꎬ利用多元 Ｃｏｐｕｌａ 度量变量

之间的关联性ꎻ姜潮等[９] 提出一种基于 Ｃｏｐｕｌａ 的证据理

论相关性分析模型及结构可靠性计算方法ꎻ唐小松等[１０]

提出不完备概率信息条件下构造 Ｃｏｐｕｌａ 的方法ꎻＴＡＮＧ Ｊ Ｙ
等[１１]给出了 Ｃｏｐｕｌａ 相关标量参数的估计方法和选择

准则ꎮ
本文以某撒砂装置为研究对象ꎬ根据有限元理论ꎬ建

立撒砂装置有限元模型ꎬ同时获取结构在运行工况下的应

力及位移响应ꎬ进而利用 ＡＰＤＬ 语言编制结构可靠性分析

文件ꎬ并在 Ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ 平台中开展试验设计ꎬ便于构建两

种响应与结构参数间的内在关系ꎬ利用 Ｃｏｐｕｌａ 理论ꎬ揭示

两种响应间的内在关联性ꎬ计算考虑失效模式相关性下的

结构可靠度ꎬ并与未考虑相关性时的结果进行对比ꎬ为进

一步提升撒砂装置的可靠性提供一定理论指导ꎮ

１　 基于Ｃｏｐｕｌａ函数的结构可靠性模型

１.１　 Ｃｏｕｐｌａ 函数

Ｃｏｐｕｌａ 函数是 ＳＫＬＡＲ Ａ 提出的一种描述多维边缘分

布间内在关系的连接模型[１２] ꎬ其基本思想是在已知 ｎ 维

边缘分布的前提下ꎬ通过参数估计的方法ꎬ量化各个边缘

分布间的内在联系ꎬ并构建它们之间的联合分布函数ꎮ 通

常情况下ꎬ这种联合分布函数可以表示为

Ｆ(Ｘ１ꎬＸ２ꎬ􀆺ꎬＸｎ)＝ Ｃ[Ｆ１(Ｘ１)ꎬＦ２(Ｘ２)ꎬ􀆺ꎬＦｎ(Ｘｎ)ꎬρ]
(１)

式中:Ｘｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)为 ｎ 维随机变量ꎻＦ(􀅰)为 ｎ 维随

机变量的联合分布函数ꎻＦｉ(Ｘｉ)为变量 Ｘｉ 的边缘分布ꎻ
Ｃ(􀅰ꎬρ)为 Ｃｏｐｕｌａ 函数的一般形式ꎻρ 为 Ｃｏｐｕｌａ 函数的相

关性参数ꎮ
考虑到绝大多数实际机械结构参数服从正态分布的

特点ꎬ为了确保 Ｃｏｐｕｌａ 函数拟合前后数据分布的一致性ꎬ
选取 Ｇａｕｓｓｉａｎ－Ｃｏｐｕｌａ 作为样本数据联合分布函数构建的

基本形式ꎬ其函数表达式为

Ｃ(ＵꎬＶꎬρ) ＝ ∫Φ
－１(Ｕ)

－¥
∫Φ

－１(Ｖ)

－¥

ｅｘｐ
－ ｘ２ ＋ ２ρｘｙ － ｙ２

２(１ － ρ２)
é
ë
êê

ù
û
úú

２ρ (１ － ρ２)
ｄｘｄｙ

(２)
式中:Ｕ、Ｖ 为[０ꎬ１]上的均匀分布随机数ꎻｘ、ｙ 为自变量ꎻ
Φ－１(􀅰)为函数的逆分布ꎮ

１.２　 结构可靠性分析模型

结构可靠性理论是以结构功能函数为基础ꎬ量化结构

在实际服役条件下工作可靠性的方法ꎮ 其中结构功能函

数 Ｚ 通常可表示为

Ｚ＝ Ｓ∗－Ｓ (３)

式中:Ｓ∗为结构广义强度ꎻＳ 为结构广义应力ꎮ 当 Ｚ<０ 时ꎬ
说明结构处于工作失效状态ꎮ

通常情况下ꎬ受到加工误差的影响ꎬＳ∗与 Ｓ 均存在一

定加工误差ꎬ使二者成为影响结构可靠性的不确定性因

素ꎮ 为了衡量不确定性因素对结构工作可靠性的影响ꎬ大
量的试验仿真数据是确保分析结果准确性的前提ꎮ 为了

缩减实际试验产生的高昂成本ꎬ数值仿真手段逐渐被广泛

地应用于结构可靠性分析中ꎬ其中蒙特卡洛法的计算精度

是认可程度最高的方法之一[１３－１４] ꎬ其结构失效概率 Ｐｆ可

表述为

Ｐｆ ＝
ｍ
Ｍ

(４)

式中:ｍ 为功能函数 Ｚ<０ 的次数ꎻＭ 为抽样次数ꎮ
若同时考虑两个失效模式对结构工作可靠性的共同

影响ꎬ则分别利用蒙特卡洛法ꎬ获取两种失效模式在结构

实际服役工况下的大量样本数据ꎬ计算两种失效模式样本

数据的 Ｐｅａｒｓｏｎ 相关系数ꎬ其计算式为

ρＵꎬＶ ＝
Ｅ(ＵＶ)－Ｅ(Ｕ)Ｅ(Ｖ)

Ｅ(Ｕ２)－Ｅ (Ｕ) ２ Ｅ(Ｖ２)－Ｅ (Ｖ) ２
(５)

式中:ρＵꎬＶ为两失效模式相关系数ꎻＥ(􀅰)为数学期望ꎻＵ
与 Ｖ 为两种失效模式的样本数据ꎮ

将式(５)代入 Ｃｏｐｕｌａ 函数中ꎬ得到考虑失效模式相关

性条件下的结构可靠度 Ｒ 计算公式为

Ｒ＝ １－ＰｆＵ－ＰｆＶ＋Ｃ(ＵꎬＶꎬρＵꎬＶ) (６)
式中:ＰｆＵ、ＰｆＶ分别为单独考虑失效模式 Ｕ、Ｖ 条件下的结

构失效概率ꎮ
综上ꎬ本文考虑应力与位移相关性的结构可靠性分析

流程如图 １ 所示ꎮ
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图 １　 结构可靠性分析技术流程图

２　 撒砂装置有限元分析

某型号撒砂装置由支座、出砂导管、连接板等部件构

成ꎬ为获取该装置在实际工况下的精确力学响应ꎬ同时便

于后续结构参数化模型的建立ꎬ基于有限元理论ꎬ利用

ＨｙｐｅｒＭｅｓｈ 平台建立该装置的有限元模型ꎬ并赋予结构实

际的材料属性ꎮ 其中有限元模型共 １７ ５２８ 个单元、１７ ３９１
个节点ꎬ如图 ２ 所示ꎮ
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图 ２　 撒砂装置的有限元模型

为了分析该结构在实际运行工况下的具体静力学响

应ꎬ同时便于直观判断该结构在外部静载作用下的结构安

全性ꎬ在支座 ４ 个圆孔处施加全约束ꎬ并在整体模型施加

３ 个方向上的加速度载荷工况ꎬ各方向的具体载荷数值见

表 １ꎮ

表 １　 载荷工况列表 单位:ｍｍ􀅰ｓ－２ 　

载荷方向 载荷数值

ｘ ２９ ４３０

ｙ ２９ ４３０

ｚ ２４ ５２５

　 　 根据表 １ 所示载荷工况ꎬ利用 ＡＮＳＹＳ 有限元分析平

台ꎬ计算撒砂装置在实际运行工况下的静力学响应ꎬ同时

获取响应最大值发生位置ꎮ 得到的结构位移及应力云图

分别如图 ３、图 ４ 所示ꎮ

NODAL SOLUTION
SUB=1
TIME=1
USUM  (AVG)
RSYS=0
DMX=.995 84
SMX=.995 84

.110 65.221 30 .442 56 .995 84.885 19.774 54.663 89.553 24.331 950

�����
0.995 84 mm

图 ３　 位移云图分布

NODALSOLUTION
SUB=1
TIME=1
SEQV  (AvG)
DMX=.995 84
SMN=.010 697
SMX=170.194

.0106 97
18.920 0 170.194

151.285
132.376

113.467
94.557 2

75.647 9
56.738 6

37.829 3

���	�
170.194 MPa

图 ４　 应力云图分布

由图 ３ 及 图 ４ 可 知ꎬ 结 构 的 最 大 位 移 响 应 为

０.９９５ ８４ ｍｍꎬ其最大位置出现在砂箱 ３ 个连接板的交叉

处ꎬ并且远离支座约束圆孔处ꎻ结构的最大应力响应为

１７０.１９４ＭＰａꎬ其最大位置出现在砂箱约束圆孔处ꎮ 该原

因在于结构在受到外部载荷的作用下ꎬ由于支座圆孔处采

用全约束方式ꎬ为了保证局部的受力平衡ꎬ在其局部产生

了较大的反作用力ꎬ导致该处所受的局部应力增大ꎬ最大

值达到 １７０.１９４ＭＰａꎬ而根据力学原理ꎬ为了维持结构整体

的力矩平衡ꎬ需在结构约束的远端产生一定的位移ꎬ从而

平衡结构约束处产生较大内力ꎬ因此在远离支座约束圆孔

处产生了 ０.９９５ ８４ｍｍ 的位移量ꎮ

３　 撒砂装置响应面函数建立

在实际结构加工制造过程中ꎬ由于加工环境、技术等

多种因素的限制ꎬ导致实际产品的组成参数必然会产生一

定波动ꎬ引起结构的静态响应发生变化ꎬ最终导致产品失

效ꎬ降低结构工作可靠性ꎮ 为了衡量结构参数变化对结构

可靠性的影响ꎬ需先构建出能够合理表征参数与响应二者

关系的数学模型ꎬ从而利于后续产品可靠性的分析ꎮ
以撒砂装置的有限元模型为基础ꎬ利用 ＡＰＤＬ 语言编

写结构参数化分析文件ꎬ基于结构参数正态分布假设ꎬ以
Ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ 分析平台为依托ꎬ对撒砂装置开展试验设计ꎮ
以获取能够涵盖参数全波动范围下的结构静态响应ꎬ确保

后续建立的数学模型能够全方面反映结构静态响应的变

化情况ꎮ
根据撒砂装置结构参数的组成情况并考虑后续表述

问题的便捷性ꎬ以 Ｔ１、Ｔ２、Ｔ３表示结构的不确定参数ꎬ即 ３
种板件厚度ꎬ以 Ｓｔｒｅｓｓ表示结构最大应力响应ꎬ以 Ｄｉｓｐ表示

结构最大位移响应ꎬ通过 Ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ 开展的实验设计过程

及其对应结果见表 ２ꎮ

表 ２　 撒砂装置试验设计过程及结果

序号 Ｔ１ / ｍｍ Ｔ２ / ｍｍ Ｔ３ / ｍｍ Ｓｔｒｅｓｓ / ＭＰａ Ｄｉｓｐ / ｍｍ

１ ３.００ ５.００ １０.００ １７０.１９ ０.９９

２ ２.５３ ５.００ １０.００ １６７.８２ ０.９８

３ ３.４６ ５.００ １０.００ １７２.５６ １.０１

４ ３.００ ４.２２ １０.００ ２２８.９８ １.５０

５ ３.００ ５.７７ １０.００ １３２.９０ ０.７０

６ ３.００ ５.００ ８.４５ １５２.５９ ０.９０

７ ３.００ ５.００ １１.５４ １８７.８０ １.０９

８ ２.６２ ４.３７ ８.７４ １９４.４９ １.２５

９ ３.３７ ４.３７ ８.７４ １９９.５０ １.２８

１０ ２.６２ ５.６２ ８.７４ １２５.６９ ０.６８

１１ ３.３７ ５.６２ ８.７４ １２８.７４ ０.７０

１２ ２.６２ ４.３７ １１.２５ ２３１.８８ １.４８

１３ ３.３７ ４.３７ １１.２５ ２３６.８９ １.５０

１４ ２.６２ ５.６２ １１.２５ １４８.３０ ０.７９

１５ ３.３７ ５.６２ １１.２５ １５１.３６ ０.８１
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　 　 基于表 ２ 得到的撒砂装置试验结果ꎬ以最小二乘法原

理为基础ꎬ分别拟合结构应力、位移与不确定性因素间的

数学模型ꎬ得到的拟合结果分别为

Ｓｔｒｅｓｓ１
＝ ５１５.４２＋１７.５１Ｔ１－１８５.１０Ｔ２＋３５.７３Ｔ３－２.０７Ｔ１Ｔ２＋

０.０１Ｔ１Ｔ３－４.６３Ｔ２Ｔ３－０.３２ Ｔ ２
１＋１７.６４Ｔ ２

２－０.０３Ｔ ２
３ (７)

Ｄｉｓｐ１
＝ ４.９８＋０.１０Ｔ１－１.８２Ｔ２＋０.２６Ｔ３－０.０１Ｔ１Ｔ２－

０.０１Ｔ１Ｔ３－０.０４Ｔ２Ｔ３－０.０１Ｔ ２
１＋０.１７Ｔ ２

２－０.０１Ｔ ２
３ (８)

式中:Ｓｔｒｅｓｓ１
为结构应力数学模型ꎻＤｉｓｐ１

为结构位移数学

模型ꎮ
为了检验模型的拟合精度ꎬ以确保后续分析结果的合

理性ꎬ将表 ２ 中不确定性参数组合的样本数据分别代入

式(７)与式(８)ꎬ得到基于数学模型的结构静态响应计算

结果ꎬ进而计算应力与位移数学模型的决定系数 Ｒ２值ꎬ其
计算公式为

Ｒ２
ｊ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
　 (ｙｉｊ － ｙ ｊ)

∑
ｎ

ｉ ＝ １
(ｙｉｊ － ｙ ｊ)

　 ( ｊ ＝ Ｓｔｒｅｓｓ 或 Ｄｉｓｐ) (９)

式中:ｎ 为样本数据个数ꎻＲ２
ｊ 为应力或位移数学模型的决

定系数ꎬ其值越接近 １ 说明模型拟合精度越佳ꎻｙｉｊ为数学

模型计算的应力或位移值ꎻｙｉｊ为试验设计计算的应力或位

移值ꎻｙ ｊ为确定性分析下结构应力或位移均值ꎮ
通过计算ꎬ得到结构应力及位移数学模型的决定系数

分别为 ０.９９８ ７ 及 ０.９９９ ８ꎬ且皆趋近于 １ꎬ说明二者拟合精

度已达到要求ꎬ可用于后续分析ꎮ 同时为了更加直观显示

模型拟合结果的优越性ꎬ将数学模型及试验设计所获结果

分别进行对比ꎬ得到结果如图 ５ 及图 ６ 所示ꎮ
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图 ５　 应力结果对比
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图 ６　 位移结果对比

由图 ５ 及图 ６ 可知ꎬ所获试验样本点皆分布在 ４５°斜

线附近ꎬ该结果反映了试验设计与数学模型计算结果的一

致性ꎬ进一步印证了数学模型拟合的精确性ꎮ

４　 撒砂装置结构可靠性分析

为了分析撒砂装置受不确定性参数的影响ꎬ获取结构

在实际工作条件下的可靠度ꎬ以式(７)及式(８)展示的数

学模型为基础ꎬ分别赋予 ３ 种不确定性变量符合实际条件

的概率分布特征ꎬ具体参数特征值见表 ３ꎮ

表 ３　 不确定性参数概率分布特征值

不确定性参数 均值 / ｍｍ 变异系数 分布类型

Ｔ１ ３.００ ０.０５ 正态分布

Ｔ２ ５.００ ０.０５ 正态分布

Ｔ３ １０.００ ０.０５ 正态分布

　 　 根据表 ３ 中参数的概率分布特征值ꎬ利用蒙特卡洛仿

真方法对不确定性参数进行抽样处理ꎬ以便利用其基本原

理获取结构的可靠度ꎮ 但蒙特卡洛仿真结果与抽样样本

量的多少存在直接关系ꎬ为了确保结构可靠度计算结果的

准确程度ꎬ利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件编写相关程序ꎬ得到结构可

靠度结果随样本量的变化趋势如图 ７ 所示ꎮ 在计算应力

可靠度的过程中ꎬ其广义强度为结构材料屈服强度

２３５ＭＰａꎬ在计算位移可靠度的过程中ꎬ其广义强度取避免

结构产生干涉的位移量 １.３５ｍｍꎮ
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图 ７　 可靠度迭代曲线

由图 ７ 可知ꎬ当样本量达到 １ ０００ 次时ꎬ应力及位移

可靠度的迭代曲线分别达到 ０.９９９ １ 及 ０.９８８ ０ꎬ且随着样

本量的不断递增ꎬ可靠度结果不再产生明显的波动ꎬ可认

为计算结果已能够合理反映结构的实际可靠度ꎮ 产生该

现象的原因为不确定性参数取值具有一定的波动范围ꎬ当
抽取的样本量较少时ꎬ所获取的符合不确定参数分布特征

值的样本较少ꎬ无法保证抽取的样本能够充分反映参数的

波动效应ꎮ 随着抽取样本数量的增多ꎬ所获取的参数样本

点数量亦随之增加ꎬ此时在参数的全波动范围内ꎬ均能抽

取一定数量的样本点参与计算ꎬ使得可靠度计算结果逐渐

趋于稳定ꎮ
为了进一步分析撒砂装置在考虑应力及位移相关性

条件下的结构可靠性ꎬ以期为撒砂装置的结构性能评估提

供更深层次的指导价值ꎮ 基于蒙特卡洛抽样获取的应力

及位移样本数据ꎬ探究二者之间的相关性ꎬ从而为后续确
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定 Ｃｏｐｕｌａ 函数系数做铺垫ꎮ 位移－应力二者的抽样数据

如图 ８ 所示ꎮ
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图 ８　 位移－应力样本数据

由图 ８ 可知ꎬ位移－应力二者的样本数据皆集中分布

在 ４５°斜线两侧的狭小区域内ꎬ表明两种因素存在极高的

相关性ꎬ单独考虑一种因素对结构工作可靠性的影响不足

以全面反映撒砂装置在实际工况下的工作性能ꎮ 因此ꎬ以
该组抽样数据为接触ꎬ利用式(５)计算两种因素间的相关

系数为 ０.９９３ １ꎬ并将其代入式(２)中ꎬ获取两种因素的联

合分布函数ꎬ其图像如图 ９ 所示ꎮ
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图 ９　 Ｃｏｐｕｌａ 联合分布函数图

基于此ꎬ利用式(６)展示的结构可靠性模型ꎬ计算考虑

两因素相关性条件下的结构可靠度ꎬ并将结果与单独考虑

各个因素作用下的结果进行对比ꎬ得到对比结果见表 ４ꎮ

表 ４　 结构可靠度结果对比

计算条件 可靠度

仅考虑应力 ０.９９９ １

仅考虑位移 ０.９８８ ０

考虑应力－位移相关性 ０.９７７ １

　 　 由表 ４ 可知ꎬ在考虑应力－位移相关性条件下ꎬ撒砂

装置的结构可靠度为 ０.９７７ １ꎬ皆低于单独考虑应力、位移

条件下的结构可靠度ꎬ误差分别为 ２.２５％及 １.１２％ꎮ

５　 结语

１)建立撒砂装置有限元模型ꎬ分析该装置在实际运行

工况下的静态响应ꎬ得到其最大应力响应为１７０.１９４ ＭＰａꎬ
小于屈服强度 ２３５ＭＰａꎻ最大位移响应为０.９９５ ８４ ｍｍꎬ小于

设计极限值 １.３５ｍｍꎬ表明该装置在确定性参数条件下能够

安全运行ꎮ
２)构建了未考虑目标相关性条件下的结构可靠性模

型ꎬ利用蒙特卡洛计算原理ꎬ得到结构在仅考虑应力条件

下的可靠度为 ０.９９９ １ꎬ在仅考虑位移条件下的可靠度为

０.９８８ ０ꎬ表明参数的不确定性对结构工作可靠性产生了不

容忽视的影响ꎮ
３)建立了考虑应力－位移相关性条件下的结构可靠

性模型ꎬ得到在该条件下结构可靠度为 ０.９７７ １ꎬ均低于仅

考虑各目标单独作用下的计算结果ꎬ且与仅考虑应力、位
移条件下的结果误差分别为 ２.２５％及 １.１２％ꎬ表明考虑目

标关联性对最终可靠度评价结果产生了影响ꎮ 该结论可

为其他机械结构工作可靠性的评估提供一定参考ꎮ
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