
机械制造 宋孝宗ꎬ等基于改进牛顿迭代法的混联机构正解分析

基金项目:国家自然科学基金资助项目(５１５６５０３１)
第一作者简介:宋孝宗(１９８１—)ꎬ男ꎬ甘肃会宁人ꎬ副教授ꎬ硕士研究生导师ꎬ博士ꎬ研究方向为超精密加工工艺及装备、混联机床研究等ꎬ

ｓｏｎｇｘｉａｏｚｏｎｇ＠ １２６.ｃｏｍꎮ

ＤＯＩ:１０.１９３４４ / ｊ. ｃｎｋｉ. ｉｓｓｎ１６７１－５２７６.２０２３.０４.００４

基于改进牛顿迭代法的混联机构正解分析

宋孝宗ꎬ王笑荣ꎬ付海涛ꎬ赵慧龙

(兰州理工大学 机电工程学院ꎬ甘肃 兰州 ７３００５０)

摘　 要:为解决 ＸＹ－３－ＲＰＳ混联机构运动学正解求解困难、求解效率低等问题ꎬ提出一种利用

ＲＢＦ神经网络改进牛顿迭代的算法ꎮ 运用闭环矢量法建立混联机构的正向运动学方程ꎮ 在混

联机构的运动学逆解中选取适量的训练样本ꎬ通过 ＲＢＦ 神经网络进行训练ꎬ将训练后的样本

估计值作为迭代初值ꎬ进行运动学正解的迭代ꎮ 与牛顿迭代算法的结果相对比ꎬ该算法具有更

高的精度和更快的迭代速度ꎮ
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０　 引言

混联机床在射流抛光的过程中要实时对喷嘴的位姿

变化进行精确控制ꎬ否则将会破坏自由曲面ꎬ影响其表面

粗糙度ꎮ 因此ꎬ混联机构的位置正解分析变得尤为重

要[１] ꎮ 目前ꎬ国内外对并联机器人机构位置正解主要有

解析法和数值法ꎮ 解析法通过消元得到一个一元多项式ꎬ
求解过程比较繁琐ꎻ数值法一般是通过牛顿迭代法[２－３]进

行求解ꎬ通过给定特定的迭代初值ꎬ将非线性方程组逐步

转化成线性方程进行求解ꎬ但是比较依赖于初值的选取ꎬ
如果初值选取得不合适ꎬ会造成迭代结果的不收敛ꎮ

近年来ꎬ随着智能算法的发展ꎬ越来越多的智能算

法[４－６]应用在求解机构的运动学上ꎮ 宋伟刚等[７] 利用

ＲＢＦ神经网络算法求解了 Ｓｔｅｗａｒｔ机构的运动学正解ꎮ 朱

齐丹等[８]利用 ＢＰ 神经网络混合算法求解了 Ｓｔｅｗａｒｔ 机构

的运动学正解ꎮ 但是神经网络算法的精度往往受限于训

练样本的个数ꎬ数量越多ꎬ精度越高ꎬ运算速度却会下降ꎮ
为了弥补上述算法的不足ꎬ本文在结合 ＲＢＦ神经网络和

牛顿迭代两种算法的基础上ꎬ提出了一种利用神经网络改

进的牛顿迭代算法ꎮ 利用神经网络对混联机构的运动学

逆解进行训练ꎬ将预测的估计值作为牛顿迭代初值进行迭

代求解计算ꎬ与普通的牛顿迭代法相比ꎬ有更高的精度和

更快的迭代速度ꎮ

１　 混联抛光机构运动学分析

１.１　 ＸＹ－３－ＲＰＳ 混联抛光机构介绍

ＸＹ－３－ＲＰＳ纳米胶体射流抛光混联机器人的总体设

计是根据纳米胶体射流抛光小型复杂曲面所需技术指标

来确定的ꎮ 其整体结构呈上下分布ꎬ串联平台在上ꎬ并联

平台在下ꎬ并联部分的静平台与串联平台的下底板相连ꎬ
三维模型如图 １ 所示ꎮ 串联平台为十字滑台ꎬ可实现沿

ｘ、ｙ 轴两个方向的平移ꎻ并联平台采用 ３－ＲＰＳ 结构ꎬ由伺

服电机带动 ３个电动缸进行伸缩运动ꎬ最终复合成绕 ｘ、ｙ
轴的转动和 ｚ 轴的升降运动ꎮ 在动平台上安装多种射流

抛光喷头即可对自由曲面进行抛光ꎮ
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图 １　 混联抛光机器人三维模型图

１.２　 混联抛光机构运动学正解数学模型

图 ２为 ＸＹ－３－ＲＰＳ混联抛光机构的结构简图ꎮ
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图 ２　 混联机构结构简图

如图 ２所示ꎬ在 ｘ 平台质心处建立绝对坐标系 Ｃ０ －
ｘ０ｙ０ ｚ０ꎬ坐标原点 Ｃ０与 ｘ 平台质心Ｍ 点重合ꎬｙ 平台质心点

Ｎ 与点 Ｍ 的垂直距离为 ｚＭꎮ 定平台 Ａ１ Ａ２ Ａ３和动平台

Ｐ１Ｐ２Ｐ３是两个相似的等边三角形ꎬ其各自的几何中心分别

为点 Ｃ 和点 Ｃ１ꎬ且都在同一条轴线上ꎬ其中点 Ｃ 与点 Ｍ
的垂直距离为 ｚＭ＋ｚＮꎮ 根据右手定则ꎬ分别在定、动平台

的几何中心处建坐标系 Ｃ－ｘｙｚꎬＣ１－ｘ１ｙ１ ｚ１ꎮ ３条支链简化

为伸缩杆分别用 Ｌ１、Ｌ２、Ｌ３表示ꎬ定、动平台的外接圆半径分

别为 Ｒ 和 ｒꎮ 因此ꎬ每条支链都可以写成图 ２中红线所表示

的封闭矢量环(本刊黑白印刷ꎬ相关疑问请咨询作者)ꎮ
ＣＣ１ ＝ＣＡｉ＋ＡｉＰｉ－Ｃ１Ｐｉ (１)

式中动坐标系原点 Ｃ１在绝对坐标系下的位置矢量为 Ｃ１ ＝
[ｘＣ 　 ｙＣ 　 ｚＣ] Ｔꎮ 用 ａｉ、Ｌｉ 分别表示在定平台坐标系下的

向量 ＣＡｉ 和 ＡｉＰｉꎬｐｉ 表示在动坐标系下的向量 Ｃ１Ｐｉꎬｊｉ 表
示各旋转副轴线在定平台坐标系下的单位向量ꎮ 上式可

改写为

Ｌｉ ＝ ＣＲＣ１
ｐｉ＋Ｃ１－ａｉ (２)

式中的 ａｉ、ｐｉ 还有轴线向量 ｊｉ 可由几何关系得出ꎬ而ＣＲＣ１

为动坐标系在定平台坐标系下的旋转矩阵ꎬ可由欧拉角表

示ꎬ即

ＣＲＣ１
＝
ｃβｃγ ｓαｓβｃγ－ｃαｓγ ｃαｓβｃγ＋ｓαｓγ
ｃβｓγ ｓαｓβｓγ＋ｃαｃγ ｃαｓβｓγ－ｓαｃγ
－ｓβ ｓαｃβ ｃαｃβ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
(３)

式中:ｓα＝ ｓｉｎαꎻｃα＝ｃｏｓαꎬ以此类推ꎮ
由于每条支链都会受到转动副的约束ꎬ且转动副轴线

单位向量 ｊｉ 始终与支链垂直ꎬ所以可得支链的约束方程

ｊｉＬｉ ＝ ｊｉ( ＣＲＣ１
ｐｉ＋Ｃ１－ａｉ)＝ ０ (４)

由上式可得到 ｘＣ、ｙＣ、γ 关于 ｚＣ、α、β 的表达式为

ｘＣ ＝
ｒ
２ (ｃｏｓβｃｏｓγ

－ｓｉｎαｓｉｎβｓｉｎγ－ｃｏｓαｃｏｓγ)

ｙＣ ＝ －ｒｃｏｓβｓｉｎγ

γ＝ａｒｃｔａｎ
ｓｉｎαｓｉｎβ
ｃｏｓα＋ｃｏｓβ( )

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(５)

由于 ３阶矩阵只能表示纯旋转运动ꎬ为了表示混联机构

的平移运动ꎬ所以需要将其广义化为 ４阶的齐次坐标ꎬ即

ＣＴＣ１
＝

ＣＲＣ１
Ｃ１

０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(６)

分析图 ２可知ꎬ定平台坐标系相对于绝对坐标系只有

ｘ、ｙ 的平移ꎬ而 ３－ＲＰＳ 并联平台是整体随 ｙ 平台移动ꎬ所
以动平台相对于定平台没有相对运动ꎬ因此动平台坐标系

相对于绝对坐标系的变换矩阵为

ＯＴＣ１
＝ ＯＴＣＣＴＣ１

＝

１ ０ ０ ｘ
０ １ ０ ｙ
０ ０ １ ｚＭ＋ｚＮ
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ＣＲＣ１
Ｃ１

０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

ｃβｃγ ｓαｓβｃγ＋ｃαｓβ ｃαｓβｃγ＋ｓαｓγ ｘ＋ｘＣ
ｃβｓα ｓαｓβｓγ＋ｃαｃγ ｃαｓβｓγ＋ｓαｃγ ｙ＋ｙＣ
ｓβ ｓαｃβ ｃαｃβ ｚＣ＋ｚＭ＋ｚＮ
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

(７)

式中ＯＴＣ 为定平台坐标系相对于绝对坐标系的平移变换

矩阵ꎮ 因此ꎬ在绝对坐标系下ꎬ混联机构驱动杆长为:

ｌｉ ＝ Ｌｉ ＝ ( ＯＴＣ１
ｐｉ－Ｏａｉ) Ｔ ( ＯＴＣ１

ｐｉ－Ｏａｉ) (８)

Ｌｉ ＝ Ｏｐｉ－Ｏａｉ ＝ ＯＴＣ１
ｐｉ－ＯＴＣａｉ (９)

式中Ｏｐ ｉ、Ｏａｉ 分别为点 Ｐｉ、Ａｉ在绝对坐标系下的坐标向量ꎮ
混联机器人的正解问题即为已知串联平台的驱动位移 ｘ、
ｙ 和并联驱动杆位移 ｌｉꎬ求解混联机构末端平台中心的位

姿 ｚＣ、α、βꎮ 由式(８)可得ꎬＸＹ－３－ＲＰＳ混联机构的正运动

学方程为

Ｆｉ(αꎬβꎬｚＣ)＝ ｌｉ－ (ＯＴＣ１
ｐｉ－Ｏａｉ)Ｔ 　 (ＯＴＣ１

ｐｉ－Ｏａｉ) ＝ ０

(１０)

２　 ＲＢＦ 神经网络改进牛顿迭代算法

２.１　 ＲＢＦ 神经网络算法

如图 ３所示ꎬＲＢＦ神经网络由输入层、输出层和隐含

层构成ꎬ其中隐含层的径向基函数为高斯函数ꎬ输入层于

隐含层的连接权值为 １ꎮ 输入参数为通过逆解求出的驱

动杆的杆长值ꎬ输出参数为动平台的位姿参数ꎮ
由于径向基函数为高斯函数ꎬ输入值与输出值必须在

０ １[ ] 的区间内ꎬ因此必须要对输入输出的样本参数

ｘ０ ｙ０[ ] 进行归一化处理ꎮ
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图 ３　 ＲＢＦ神经网络结构图

ｘｉ ＝
ｘ０ｉ－ｘ０ｉꎬｍｉｎ

ｘ０ｉꎬｍａｘ－ｘ０ｉꎬｍｉｎ

ｙｉ ＝
ｙ０ｉ－ｙ０ｉꎬｍｉｎ

ｙ０ｉꎬｍａｘ－ｙ０ｉꎬｍｉｎ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ (１１)

式中 ｘ０ｉꎬｍｉｎ、ｙ０ｉꎬｍｉｎ、ｘ０ｉꎬｍａｘ、ｙ０ｉꎬｍａｘ分别为输入与输出样本参数

的最小值和最大值ꎮ 样本训练完后ꎬ对于输出的结果需要

进行反归一化处理:
ｙｉꎬｏｕｔ ＝ ｙ０ｉꎬｍｉｎ＋ｙｉ(ｙ０ｉꎬｍａｘ－ｙ０ｉꎬｍｉｎ) (１２)

通过最近邻聚类学习算法选取适当的高斯函数的中

心 Ｃｊ 和宽度 ｒ ｊ 以及隐含层到输出层的权值 ｗ ＝ [ｗｊ] Ｔꎮ
ｘ＝ ｘｉ[ ] Ｔꎬ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ)为 ＲＢＦ网络的输入信号ꎬ可得径

向基函数:

ｈｊ ＝ｅｘｐ －
ｘ－Ｃｊ

２

２ｒ２ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬꎬｍ (１３)

因此 ＲＢＦ神经网络的输出为

ｙｍ ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｗｊｈｊꎬ　 ｊ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｍ (１４)

２.２　 ＲＢＦ 神经网络改进牛顿迭代算法

运用 ＲＢＦ神经网络改进的牛顿迭代算法求 ＸＹ－３－
ＲＰＳ混联机构的运动学正解时ꎬ首先采用 ＲＢＦ 神经网络

算法ꎬ根据运动学的逆解结果ꎬ在规定的运动范围内ꎬ随机

选取 ５ ０００ 个采样点ꎬ作为神经网络的训练数据ꎬ其中

４ ８００个采样点作为训练样本ꎬ其余的 ２００ 个采样点作为

测试样本ꎮ 通过对运动学逆解的训练ꎬ可以实现混联机构

的驱动关节和动平台位姿的非线性映射ꎮ 然后根据式

(１０)结合牛顿迭代法ꎬ可以得出混联机构运动学正解的

牛顿迭代公式:
ｈｉ ＝ｈ０－Ｊ

－１Ｆ(α β ｚＣ)　 ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ) (１５)

式中:ｈｉ ＝ α β ｚＣ[ ] Ｔꎻｈ０ 为迭代初值ꎻＪ 为混联机构的

雅克比矩阵ꎮ
根据运动学正解的牛顿迭代公式ꎬ首先将神经网络训

练得到的测试样本的结果作为迭代初值 ｈ０ 进行迭代计

算ꎬ其次将杆长值代入到正运动学方程中ꎻ然后计算混联

机构的雅克比矩阵并按照牛顿迭代公式进行计算ꎻ记录每

一个迭代点和迭代的误差值ꎻ最后判断误差值是否满足精

度要求ꎬ如果满足精度要求ꎬ输出迭代值ꎬ如果不满足ꎬ则
继续迭代ꎬ直到精度满足输出结果ꎮ ＲＢＦ神经网络改进的

牛顿迭代算法的流程图如图 ４所示ꎮ
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图 ４　 ＲＢＦ神经网络改进的牛顿迭代算法流程框图

３　 算法实例

设 ＸＹ－３－ＲＰＳ混联机构的参数如下:定平台半径 Ｒ＝
１００ｍｍꎬ动 平 台 半 径 ｒ ＝ ５０ｍｍꎬ 运 动 范 围 αꎬ β ∈
０° ３０°[ ] ꎬｚＣ∈ １７０ ２１０[ ] ｍｍꎮ 根据混联机构运动控

制的需要ꎬ在实际射流抛光加工的过程中ꎬ动平台位姿的

绝对误差不超过１０－４即可视为满足要求ꎬ所以求解的误差

阈值为１０－５ꎮ 在运动范围内ꎬ取动平台的位姿运动函数为

α＝
π
３０ ｔ

β＝
π
３０ ｔ　 　 　 　 　 ｔ∈ ０ꎬ５[ ]

ｚＣ ＝ １９０＋２０ｓｉｎ(πｔ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１６)

根据 ＲＢＦ神经网络改进的牛顿迭代法的流程图可对

混联机构进行正向运动学仿真运算ꎬ图 ５ 分别表示使用

ＲＢＦ神经网络改进前后的牛顿迭代算法求得的混联机构

２００个采样点的运动学正解位姿 α、β、ｚＣ 与采样点对应的

位姿初始函数的误差图ꎮ
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图 ５　 改进前后牛顿迭代算法的误差曲线
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　 　 从图 ５中可以看出利用神经网络改进后的算法求得

的绕 ｘ、ｙ 轴转动的角度最大绝对误差分别为 １.５２９ ２７×
１０－８ ｒａｄ、７.９８４ ７４×１０－９ ｒａｄꎬ沿 ｚ 轴移动的最大绝对误差为

２.３９３ ０６×１０－７ ｍｍꎮ 使用牛顿迭代算法求得混联机构绕 ｘ、ｙ
轴转动的角度最大绝对误差为 ４.０２６ ２２×１０－７ ｒａｄ、４.６３９ ２５×
１０－７ ｒａｄꎬ沿 ｚ 轴移动的最大绝对误差为 ７.５９７ １９×１０－６ ｍｍꎮ

表 １为利用 ＲＢＦ神经网络改进前后的牛顿迭代算法

的均方误差ꎮ 由表 １可以得到改进后的算法与牛顿迭代

法相比ꎬ在相同的误差精度要求的情况下ꎬ均方误差的精

度降低了１０－１量级ꎮ

表 １　 两种算法运动学正解的均方误差

参数 牛顿迭代法 改进牛顿迭代算法

α / ｒａｄ ５.０５０ １９×１０－８ ２.５４３ ９６×１０－９

β / ｒａｄ ６.５１６ ５５×１０－８ １.２５６ ０６×１０－９

ｚＣ / ｍｍ １.０３８ ０９×１０－６ ４.１４３ ８１×１０－８

　 　 图 ６为改进前后牛顿迭代算法的每个采样点的迭代

次数曲线ꎬ图 ７为改进前后牛顿迭代算法的每个采样点的

迭代时间曲线ꎬ表 ２为改进前后牛顿迭代算法求得 ２００个
采样点所需的总迭代次数和总时间ꎮ 由图 ６、图 ７ 和表 ２
可得ꎬ改进后的牛顿迭代算法要比改进前的迭代次数少ꎬ
减少了 ５４.７６％ꎻ耗时更短ꎬ缩短了 ６.９１３ ｓꎬ平均迭代时间

缩短了 ９.２％ꎮ 由此可以验证ꎬ利用 ＲＢＦ 神经网络改进的

牛顿迭代算法要比改进前的牛顿迭代算法精度更高ꎬ运算

速度更快ꎬ效率更高ꎮ
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图 ６　 改进前后牛顿迭代法的迭代次数曲线
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图 ７　 改进前后牛顿迭代法的迭代时间曲线

表 ２　 改进前后牛顿迭代法的迭代次数和迭代时间

参数 改进前 改进后

迭代次数 /次 １ １４５ ５１８

迭代时间 / ｓ ７４.９８９ ７ ６８.０７６ ７

平均迭代时间 / ｓ ０.３７４ ９ ０.３４０ ４

４　 结语

本文建立了 ＸＹ－３－ＲＰＳ混联抛光机构的正向运动学

数学模型ꎬ提出了一种利用 ＲＢＦ 神经网络改进的牛顿迭

代算法用来计算混联机构的运动学正解ꎮ 该算法利用

ＲＢＦ神经网络训练的预测值作为牛顿迭代的迭代初值进

行迭代求解ꎬ既可以避免 ＲＢＦ 神经网络因训练样本数量

不够而导致的精度不足ꎬ又可以避免牛顿迭代法对迭代初

值的依赖性ꎮ 通过对改进前后的牛顿迭代算法计算分析

可知ꎬ改进后算法的均方误差比改进前的均方误差低１０－１

量级ꎮ 改进后算法的迭代次数比改进前的迭代次数减少

５４.７６％ꎬ迭代时间缩短了 ６. ９１３ ｓꎬ平均迭代时间缩短了

９.２％ꎮ 证实了利用 ＲＢＦ神经网络改进的牛顿迭代算法求

解 ＸＹ－３－ＲＰＳ混联抛光机构的正向运动学具有更高的误

差精度和更高的迭代效率ꎬ为后续开展混联机构射流抛光

时的位置标定和运动控制等工作提供了理论基础ꎮ
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