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齿轮啮合刚度建模中齿面摩擦因素影响分析研究

张建润ꎬ林成ꎬ卢熹

(东南大学 机械工程学院ꎬ江苏 南京 ２１１１８９)

摘　 要:齿轮系统在航空航天、汽车制造、农业机械等领域中应用广泛ꎬ能够实现复杂的动力传

递与运动控制ꎮ 齿轮啮合刚度及变化规律对齿轮系统动力学特性有直接影响ꎮ 齿轮啮合过程

中表面摩擦特性是影响齿面啮合刚度的主要因素之一ꎬ如何考虑摩擦因素ꎬ合理建立啮合面刚

度模型长期以来一直是学术界研究的热点ꎮ 分析目前主要的统计学模型、数值分析模型、分形

接触理论模型的建模方式ꎬ为研究齿轮传动动力学建模提供参考ꎮ
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０　 引言

齿轮传动系统具有结构紧凑、传动速比宽、传动效率

高等优势ꎬ被广泛应用于工业制造、航空航天等领域ꎬ用以

传输动力、提供转速变化、改变运动方向等[１－２] ꎮ 齿轮传

动系统的稳定性主要依靠齿轮副的稳定性ꎬ而齿轮啮合刚

度等内部循环激励的改变会造成齿轮副稳定性的波

动[３－４] ꎬ增大齿轮传动系统的振动与噪声ꎬ增加动态载荷ꎬ
最终造成齿轮和轴承损坏[５] ꎮ 即使齿轮被完美加工和装

配ꎬ这种影响依旧存在[６] ꎮ ＣＨＥＮ等[７]采用解析法分析直

齿锥齿轮啮合刚度变化的动态响应ꎬＬＩＵ等[８]采用改进势

能法研究含裂纹齿轮啮合刚度的动态变化ꎮ 研究结果表

明ꎬ啮合刚度的变化对轮系动态响应、齿形载荷均有重大

影响ꎮ 因此ꎬ准确建立啮合刚度模型是齿轮系统设计、研
究、应用的首要问题ꎮ

在实际生产中ꎬ由于制造加工误差、磨损、润滑等原

因ꎬ齿轮传动系统无法完全规避啮合面摩擦的影响ꎮ 啮合

面摩擦具有非线性振动特征ꎬ使得传动系统的动力学行为

变得复杂ꎬ导致传动系统精度降低[９] ꎮ 如图 １ 所示[１０]

(Ｆ 为沿啮合线作用于齿面的压力ꎻＦＶ与 Ｆｈ分别为作用力

Ｆ 的垂直、水平分量ꎻｆ 为垂直于力 Ｆ 作用的摩擦力ꎻｆｖ与 ｆｈ
分别为摩擦力 ｆ 的垂直、水平分量)ꎬ摩擦力对切向力与径

向力造成了影响ꎬ导致临界啮合面积与实际啮合面积发生

改变ꎬ最终导致在实际的啮合过程中ꎬ动态弹性变形要比

未考虑摩擦的啮合刚度模型计算所得弹性变形更为复杂ꎬ
最终导致啮合刚度计算不准确ꎮ 因此ꎬ在啮合刚度建模过

程中考虑摩擦因素的影响至关重要ꎮ
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图 １　 轮齿啮合受力示意图
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１　 齿轮啮合刚度建模方法研究现状

目前ꎬ针对齿轮啮合刚度模型的建模方法ꎬ主要分为

实验法、有限元法、解析法和势能法ꎮ

１.１　 基于实验法的啮合刚度建模方法

实验法是研究齿轮啮合刚度的最直接方法ꎬ其中ꎬ以
光弹性技术与应变片技术为代表的应力应变技术可精确

确定形状复杂零件测量区域内应力分布ꎬ故被广泛应用于

齿轮啮合刚度模型分析[１１] ꎮ
光弹性技术基于应力－光学定律ꎬ通过分析光波干涉

形成的应力光图得到模型应力变化规律ꎮ 如图 ２ 和

式(１)所示ꎬＲＡＧＨＵＷＡＮＳＨＩ 等[１２]基于光弹性技术设计

一种测量齿轮啮合刚度的新实验技术ꎬ通过使用激光位移

传感器沿啮合线测量轮齿应力从而获得轮齿挠度用于计

算齿轮啮合刚度ꎮ

UBU

UCU

*# @0� ��� TD�

BD $��/���

���

图 ２　 齿轮副及激光装置的实验布置

ｋ＝ Ｆ
δｆ
＝ Ｆ
δｆｘｃｏｓα＋δｆｙｓｉｎα

(１)

式中:Ｆ 为啮合齿法向力ꎻδｆ为根据应力分布得到的轮齿

挠度ꎻα 为压力角ꎮ
ＰＡＮＤＹＡ等[１３]基于常规光弹性技术提出一种计算裂

纹齿轮齿应力强度因子的实验方法ꎬ定量分析了啮合位

置、裂纹长度、裂纹形态与啮合刚度间的关系ꎮ 但该技术

对玻璃内折射率要求较高ꎮ 此外ꎬ该技术易受玻璃外表面

状况影响ꎬ实验结果精度存在波动ꎮ
应变片技术通过测量物体表面微小变形确定结构承

受应变ꎬ从而求得结构所受应力ꎮ 与光弹性技术类似ꎬ研
究者对应变片技术在齿轮啮合刚度领域的应用进行了广

泛研究ꎮ 如式(２)和图 ３ 所示ꎬＲＡＧＨＵＷＡＮＳＨＩ 等[１４]提

出一种基于应变片技术的实验方法ꎬ分别基于应变能和应

变能释放率计算健康齿轮与裂纹齿轮的啮合刚度及应力

强度因子ꎬ分析裂纹长度对啮合刚度的影响ꎮ

ｋ＝ｄＵ
ｄＶ
􀅰 ４

ε２ｍａｘＥ
(２)

式中:Ｕ 为应变能ꎻＶ 为应变片覆盖体积ꎻεｍａｘ为最大应变ꎻ
Ｅ 为弹性模量ꎮ
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图 ３　 齿轮副及应变片的实验布置

ＤＡＩ等[１５]基于应变片技术提出一种改进齿轮啮合刚

度解析模型ꎬ对不同加载力矩下的直齿轮啮合刚度进行实

验研究并与传统模型对比分析ꎮ 结果表明ꎬ该模型能准确

计算非平稳条件下啮合刚度ꎮ 但该技术未考虑轮齿变形

且对设备硬件要求较高ꎮ
综上ꎬ实验法依赖专用测量设备与复杂测量方法ꎬ对

于齿轮啮合中不确定因素的影响是很好的解决方法ꎬ但对

实验过程要求较高ꎬ数据处理较复杂ꎬ缺乏普遍性ꎮ

１.２　 基于有限元法的啮合刚度建模方法

随着计算机技术的发展ꎬ可操性强的有限元法逐渐成

熟ꎮ 有限元法基于弱导数理论将连续、无限自由度的求解

区域离散为一组有限自由度、按一定方式相互联结的单元

组合体ꎬ该方法特别适合于几何与物理上十分复杂的问题ꎮ
考虑到实验法需要计算庞大、复杂的刚度矩阵ꎬ研究

人员开始采用有限元法计算啮合刚度ꎮ 如图 ４所示ꎬ绘制

啮合齿轮有限元网格模型ꎬ利用有限元软件在完整啮合循

环下求解啮合刚度ꎮ

O1 O2

图 ４　 齿轮啮合有限元模型

ＷＡＮＧ等[１６]综合有限元法与解析法分析考虑初始接

触齿间间隙与外载荷的小齿差内齿轮副啮合刚度ꎮ ＦＥＮＧ
等[１７]建立一种计算内齿轮副啮合刚度的有限元模型ꎬ将
齿的整体变形分离为整体有限元模型和局部模型ꎮ
ＰＥＨＬＩＶＡＮＯＧＬＵ等[１８]将微型结构有限元公式应用于微

正齿轮副啮合刚度ꎬ揭示了尺寸对微齿轮啮合刚度的

影响ꎮ
有限元法具有理论完整、函数形式简单、精度和收敛

性高等优点ꎬ但有限元法需要细化网格ꎬ效率较低ꎮ 此外ꎬ
在计算啮合刚度时涉及质量矩阵求逆ꎬ导致计算速度较

慢ꎮ 其次ꎬ同时模拟弯曲、剪切及角偏转时ꎬ有限元分析难

以获得高质量啮合刚度ꎮ 因此ꎬ需要进一步研究高效、高
精度的有限元求解方法ꎮ

􀅰２􀅰
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１.３　 基于解析法的啮合刚度建模方法

为减少细化有限元网格过程的不便ꎬ研究人员将计算

时间短、计算精度高的解析模型引入有限元法[１９] ꎬ提出解

析法ꎮ ＣＨＡＡＲＩ等[２０]提出了一种估计啮合刚度的解析方

法ꎬ通过计算圆角基础挠度从而得到啮合刚度ꎬ如式(３)
所示ꎮ

ｋ＝
ＦＺ
δｆ
＝
ｃｏｓ２αｍ
ＷＥ Ｌ∗

ｕｆ
ｓｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋Ｍ∗
ｕｆ
ｓｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｐ∗(１＋Ｑ∗ ｔｇ２α)é

ë
êê

ù

û
úú

(３)
式中:ＦＺ 为载荷ꎻδｆ为圆角基础挠度ꎻＷ 为齿宽ꎻα 为压力

角ꎻＥ 为弹性模量ꎻＬ∗、Ｍ∗、Ｐ∗、Ｑ∗可采用多项式解析函

数逼近得到ꎻμｆ为载荷作用点距齿根距离ꎻｓｆ为轮齿宽度ꎮ
ＣＨＡＮＧ等[２１]将有限元法与弹性体局部啮合解析模

型相结合ꎬ提出计算直齿圆柱齿轮啮合刚度的解析方法ꎬ
该方法将啮合点变形分离成线性全局项与非线性局部项ꎬ
如图 ５、图 ６所示ꎬ从而实现对齿轮啮合刚度和载荷分布

的预测ꎮ
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图 ５　 线性全局有限元模型

�Fi

h

图 ６　 非线性局部有限元模型

ＣＨＥＮ等[７]推导直齿锥齿轮瞬时单啮合刚度解析模

型ꎬ该方法利用附加变形协调条件和力平衡原理ꎬ实现啮

合刚度快速求解ꎮ 虽然减少了细化网格的计算量ꎬ但解析

法缺乏通用性ꎬ该方法中部分参数仍然是由有限元法计

算ꎬ对有限元软件依赖较大ꎮ 后续应着重研究如何减少对

有限元技术的依赖ꎮ

１.４　 基于势能法的啮合刚度建模方法

１９８７年ꎬＹＡＮＧ等[２２]从势能角度将齿轮单齿啮合刚

度分为赫兹(Ｈｅｒｔｚ)接触刚度 ｋｈ、弯曲刚度 ｋｂ、径向压缩

刚度 ｋａꎬ该方法被视为势能法的先驱ꎮ 在 ＹＡＮＧ 的基础

上ꎬＴＩＡＮ[２３]考虑剪切作用的影响ꎬ增加剪切刚度 ｋｓꎮ 后

续学者 ＳＡＩＮＳＯＴ[２４]在此基础上增加轮齿基体刚度 ｋ ｆꎬ构
成势能法雏形ꎬ如式(４)所示ꎬ下标 １、２分别代表主动轮

与被动轮ꎮ
１
ｋ
＝ １
ｋｈ１
＋ １
ｋｂ１
＋ １
ｋａ１
＋ １
ｋｓ１
＋ １
ｋｆ１
＋ １
ｋｈ２
＋ １
ｋｂ２
＋ １
ｋａ２
＋ １
ｋｓ２
＋ １
ｋｆ２

(４)

基于势能法ꎬ国内外研究人员研究了各种因素对齿轮

啮合刚度的影响ꎮ ＳＡＩＮＳＯＴ等[２４]基于势能法提出一个用

于计算齿轮引发的齿形偏移的经验公式ꎬ该公式被广泛应

用于计算轮齿基体刚度ꎮ ＬＩＡＮＧ等[２５]利用势能法分析评

估裂纹行星齿轮组的啮合刚度ꎬ并推导出弯曲、剪切和径

向压缩刚度的分析方程ꎮ ＺＨＯＵ 等[２６]开发了一个改进数

学模型ꎬ用于模拟从小齿轮根部开始线性增长的齿轮裂

纹ꎬ并考虑到齿轮体的变形ꎬ改进了计算啮合刚度的势能

方法ꎮ
势能法虽然比实验法、有限元法、解析法具有更多优

势ꎬ但轮齿基体刚度计算公式只适用于单齿啮合区域ꎮ 对

于双齿啮合区域ꎬ则会出现相互干涉现象ꎬ然而这种结构

耦合现象在势能法中未被充分考虑ꎮ 因此ꎬ在运用势能法

构建啮合刚度模型时需要充分考虑结构耦合现象的影响ꎮ

２　 摩擦因素对啮合刚度模型的影响

上述研究大多仅考虑粗糙表面对啮合刚度模型的影

响ꎬ属于静力学范畴ꎬ忽略了系统的动态参数问题ꎮ 如ꎬ势
能法通过计算齿轮在法向载荷下的弹性形变ꎬ进而计算出

各啮合点处的刚度ꎬ而摩擦力引起的弹性形变则被忽略ꎮ
在实际工程中ꎬ由于制造加工误差、磨损、润滑等原因ꎬ啮
合面摩擦广泛存在于齿轮传动系统中ꎬ是啮合副运动的主

要阻力源[２７] ꎮ 在齿轮啮合过程中ꎬ摩擦因数是齿形参数、
表面质量、润滑状态、载荷、油温、曲率半径、啮合速度等因

素的综合结果ꎬ使得啮合面间摩擦力不断变化[２８] ꎮ
ＴＡＢＯＲ[２９]总结了摩擦对啮合面的影响ꎬ即实际啮合面积、
啮合面的性质和强度、啮合微凸体剪切和破裂的方式ꎮ
图 ７为摩擦啮合过程示意图ꎬ啮合面间存在摩擦力会使得

轮齿啮合面发生变形ꎬ导致粗糙表面微凸体临界啮合面积

与实际啮合面积发生改变[１０] ꎬ如图 ８ 所示[３０] ꎬ随着摩擦

因数的增大ꎬ临界接触面积随之逐渐增大ꎬ导致在实际的

啮合过程中ꎬ动态弹性变形要比现有计算方法所得的弹性

变形更为复杂[３１] ꎬ最终导致啮合刚度计算不准确ꎮ 如图

９所示ꎬ相同载荷下ꎬ随着摩擦因数的改变ꎬ齿轮啮合刚度

也随之改变[３０] ꎮ 此外ꎬ摩擦力会对啮合面的载荷分布和

应力状态产生影响ꎬ进而影响啮合面的表面质量ꎬ影响啮

合刚度准确性ꎮ 当摩擦较大时ꎬ啮合表面将会出现滑动、
磨损等现象ꎬ增大啮合副的变形ꎬ使得啮合刚度出现波动ꎮ

在动态运行时ꎬ啮合副的振动特性与稳定性主要取决

于啮合刚度[３２] ꎮ 因此ꎬ对摩擦因素进行忽略ꎬ或简单确定

摩擦因素对啮合刚度的影响ꎬ将会直接影响齿轮系统传动

功率和效率ꎬ还会影响啮合副的寿命ꎬ从而引起设备的可

靠性问题[３３] ꎮ 故在啮合副的设计与优化过程中ꎬ必须综

合研究啮合刚度与摩擦之间的关系ꎬ以实现最佳的工作性

能和效率ꎮ
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图 ７　 摩擦啮合过程示意图
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图 ８　 受摩擦因数影响的临界接触面积
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图 ９　 接触刚度受摩擦因数的影响

３　 考虑摩擦因素的齿轮啮合刚度模型

齿轮啮合面摩擦对齿轮冲击行为、疲劳和振动现象有

明显影响ꎬ会导致应力的局部集中[３４－３６] ꎮ 因此ꎬ为了反映

摩擦因素对啮合行为的影响ꎬ学者们建立了多种基于粗糙

表面相对摩擦啮合的啮合刚度模型ꎬ主要分为统计学模

型、数值分析模型、分形接触理论模型ꎮ

３.１　 考虑摩擦因素的统计学啮合刚度模型

统计学模型即采用高斯分布为主的统计学知识对粗糙

表面微凸体间的弹性、塑性变形过程进行研究从而计算啮

合刚度的模型ꎮ １９６６年ꎬＧＲＥＥＮＷＯＯＤ 和 ＷＩＬＬＩＡＭＳＯＮ
将随机分布大量复杂粗糙点的真实表面简化为被简单粗

糙微凸体覆盖的粗糙统计表面ꎮ 同时ꎬ两位学者基于实验

法提出 ３个基本假设:１)粗糙表面为各向同性ꎻ２)接触微

凸体为球形ꎻ３)它们具有均匀的半径ꎬ半径随机变化满足

高斯分布ꎮ 在此基础上建立 Ｇ－Ｗ模型[３７] ꎬ被视为统计学

模型的先驱ꎮ １９６７年ꎬＧＲＥＥＮＷＯＯＤ 和 ＴＲＩＰＰ 将两粗糙

表面间的接触(图 １０(ａ))等效为刚性光滑平面与粗糙微

凸体表面间的接触(图 １０(ｂ)—图 １０(ｄ)) [３８] ꎮ １９７２年ꎬ
ＰＵＬＬＥＮ和 ＷＩＬＬＩＡＭＳＯＮ发现了粗糙表面微凸体的塑性

变形过程ꎬ使用统计学分析塑性变形过程ꎬ填补了 Ｇ－Ｗ
模型的不足[３９] ꎮ ４位学者的研究为后来学者利用统计学

模型研究考虑摩擦因素的啮合刚度奠定了理论基础ꎮ
１９８７年ꎬＣＨＡＮＧ、ＥＴＳＩＯＮ和 ＢＯＧＹ基于 Ｇ－Ｗ 模型ꎬ考虑

到粗糙接触表面的预应力条件ꎬ引入静摩擦因素ꎮ 通过计

算剪切粗糙接触表面所需摩擦力ꎬ对大载荷下两粗糙表面

间的塑性变形进行研究ꎬ得出了静摩擦因数随着法向载荷

的增大而减小的结论ꎮ 在此基础上提出ꎬ即经典 ＣＥＢ 摩

擦模型[４０] ꎬ如式(５)—式(６)所示ꎬ成为后续利用统计学

研究考虑摩擦因素啮合刚度模型的先驱ꎮ

Ｋ ＝ ＰＥ
η Ａｎ

－ ４
３

ＥＲ０.５ ∫ｄ＋ωｃ
ｄ
( ｚ － ｄ) １.５φ( ｚ)ｄｚ[ ] / πＲＨ ∫¥

ｄ＋ωｃ
[２( ｚ － ｄ) － ωｃ]φ( ｚ)ｄｚ{ } (５)

Ｐ ＝
η Ａｎ
μ ∫

ｄ＋ωｃ

ｄ

４
３

ＥＲ０.５( ｚ － ｄ) １.５φ( ｚ)ｄｚ ＋ η Ａｎ ∫¥
－¥

Ｆｓ( ｚ － ｄ)φ( ｚ)ｄｚ (６)

式中:Ｋ 为接触刚度ꎻＰ 为接触载荷ꎻμ 为摩擦因数ꎻη 为面

密度ꎻＡｎ为实际接触面积ꎻＦｓ()为黏附力函数ꎻＲ 为曲率半

径ꎻωｃ为微凸体临界接触面积ꎻｚ 为微凸体高度ꎻφ( ｚ)为高

度分布函数ꎻＨ 和 Ｅ 为材料参数ꎻｄ 为微凸体变形面积ꎮ

UBU,����?=L� UCU(�8�����0��?=L

UDU53*110����#�L UEU16--&/0�0��?=L�
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图 １０　 粗糙啮合表面及其等效表面

然而ꎬ统计学刚度模型对采样长度和仪器分辨率依赖

性强ꎬ这导致在处理粗糙摩擦表面间啮合问题时研究结果

会出现较大波动ꎬ精度无法保证ꎮ 需要进一步研究如何提

高模型稳定性ꎮ

３.２　 考虑摩擦因素的数值分析啮合刚度模型

在统计学模型基础上ꎬ后续学者引入以多项式插值法

为主的数值分析知识ꎬ建立了精度更高的数值分析模型ꎮ
２０００年ꎬ为修正 ＣＥＢ摩擦模型在接触行为由弹性阶段到

塑性阶段过渡时存在不连续性且存在低估最大静摩擦力

的缺陷ꎬＺＨＡＯ、ＭＡＬＥＴＴＡ 和 ＣＨＡＮＧ 将数值分析方法引

入 ＣＥＢ摩擦模型ꎬ在统计学方法的基础上采用多项式插

值法研究弹塑性阶段的变形过程ꎬ确定了弹塑性阶段的构

成关系ꎬ建立了 ＺＭＣ 数值分析刚度模型[４１] ꎬ被视为数值

分析模型的先驱ꎮ 式(７)—式(８)为 ＺＭＣ 模型接触总载

荷公式及总接触面积公式ꎬ联立求解可得啮合刚度ꎮ
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　 　 Ｗｔ(ｄ) ＝ ４
３
η ＡｎＥＲ０.５ ∫ｄｃ＋ω１

ｄｃ
ω１.５φ( ｚ)ｄｚ ＋ ２η ＡｎπＨＲ ∫¥

ｄｃ＋ω２
ωφ( ｚ)ｄｚ ＋ η ＡｎπＲ ∫ｄｃ＋ω２

ｄｃ＋ω１
Ｈ －

Ｈ(１ － Ｋ)ω １ － ２
ω － ω１
ω２ － ω１

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ ３
ω － ω１
ω２ － ω１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú φ( ｚ)ｄｚ (７)

Ａｔ(ｄ) ＝η ＡｎπＲ ∫ｄｃ＋ω１
ｄｃ

ωφ( ｚ)ｄｚ ＋ η ＡｎπＲ ∫ｄｃ＋ω２
ｄｃ＋ω１

ω １ － ２
ω － ω１
ω２ － ω１

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ ３
ω － ω１
ω２ － ω１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú φ( ｚ)ｄｚ ＋ ２η ＡｎπＲ ∫¥

ｄｃ＋ω２
ωφ( ｚ)ｄｚ

(８)
式中:Ｗｔ(ｄ)为总接触载荷ꎻω１、ω２分别为弹塑性临界接触

面积和塑性临界接触面积ꎻη 为分布函数ꎻＡｔ(ｄ)为总接触

面积ꎻＡｎ为实际接触面积ꎻＲ 为曲率半径ꎻＥ、Ｈ 为材料参

数ꎻφ( ｚ)为高度分布函数ꎻＫ 为接触刚度ꎻω 为微凸体变形

面积ꎻｚ 为微凸体高度ꎻｄｃ 为微凸体原始面积与变形面积

差值ꎮ
但是ꎬ该数值分析模型并未清晰界定弹性阶段和塑性

阶段间的不连续性ꎮ 因此ꎬ为建立精确载荷－位移关系ꎬ

ＫＯＧＵＴ和 ＥＴＳＩＯＮ采用有限元分析法模拟可变形微凸体

与刚性平面间的弹塑性接触ꎬ得到单个微凸体的实际接触

载荷、摩擦力及剪切系数的参数表达式ꎮ 两位学者运用有

限元法指出 ＣＥＢ 摩擦模型低估了塑性阶段接触力大小ꎬ
同时指出 ＺＭＣ模型低估了弹塑性阶段接触力大小ꎬ并用

有限元法证明了 ＺＭＣ 模型未能改善 ＣＥＢ 摩擦模型的不

连续性ꎬ在此基础上形成了 ＫＥ 数值分析模型[４２－４３] ꎬ如
式(９)—式(１０)所示ꎮ

Ｋ ＝ ３Ｐ
２π ＡｎＨβ ωｃ

/ ∫ｄｃ＋ωｃ
ｄｃ

Ｉ１.５ ＋ １.０３ ∫ｄｃ＋６ωｃ
ｄｃ＋ωｃ

Ｉ１.４２５ ＋ １.４ ∫ｄｃ＋１１０ωｃ
ｄｃ＋６ωｃ

Ｉ１.２６３ ＋ ３
Ｋ ∫

¥

ｄｃ＋１１０ωｃ
Ｉ１{ } (９)

Ｉｂ ＝
ｚ－ｄｃ
ωｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ

φ( ｚ)ｄｚ (１０)

式中:Ｋ 为接触刚度ꎻＰ 为接触载荷ꎻＡｎ为实际接触面积ꎻβ
为表面粗糙度参数ꎻＨ 为材料参数ꎻωｃ为临界接触面积ꎻＩ
为作者定义参数ꎻｂ 为 １、２ 等实数ꎻｚ 为微凸体高度ꎻｄｃ 为
微凸体原始面积与变形面积差值ꎮ

基于上述考虑摩擦因素的数值分析接触刚度模型ꎬ
ＪＩＡＮＧ等[４４]建立 ６自由度斜齿轮数值分析刚度模型ꎬ通
过分析滑动摩擦和啮合刚度来研究发生轮齿剥落缺陷的

斜齿轮对的动态特性ꎮ ＳＡＸＥＮＡ等[１０]提出一种基于计算

机的数值分析刚度模型ꎬ分析摩擦对齿轮副总啮合刚度的

影响ꎬ结果证明齿轮摩擦会对啮合刚度产生显著影响ꎮ 然

而ꎬ数值分析刚度模型精度与所用数学分析方法有较大关

联ꎬ通用性较差ꎮ 这些缺陷导致数值分析模型在齿轮粗糙

表面摩擦啮合领域实用性较差[４５－４７] ꎮ 因此如何建立稳

定、高效、精准、通用的数值分析刚度模型需要进一步

研究ꎮ

３.３　 考虑摩擦因素的分形接触理论啮合刚
度模型

　 　 相比于上述两类模型ꎬ基于分形理论的分形接触模型

在各类机械粗糙表面上适用性均较好ꎬ因此被广泛用于研

究齿轮粗糙啮合表面间的摩擦性能ꎮ １９５７年ꎬＡＲＣＨＡＲＤ
首次提出分形面概念[４８] ꎮ １９６７年ꎬＭＡＮＤＥＬＢＲＯＴ 揭示

出英国海岸线具有连续但不可分特征ꎬ无论放大与否都具

有自相似性[４９] ꎮ 在此基础上ꎬ１９９０年ꎬＭＡＪＵＭＤＡＲ 和

ＢＵＳＨＡＮ应用 ＷＥＩＥＲＳＴＲＡＳＳ 和 ＭＡＮＤＥＬＢＲＯＴ(Ｗ－Ｍ)
分形函数(式(１１))与分形理论描述接触面变形ꎬ建立了

经典的 ＭＢ模型[５０] ꎮ

ｚ(ｘ) ＝ＧＤ－１∑
ｎｍａｘ

ｎｍｉｎ

ｃｏｓ(２π γｎｘ)
γ(２－Ｄ)ｎ

ｅ ｊｗｔ 　 (１<Ｄ<２ꎬγ>１)

(１１)
式中:ｚ(ｘ)为分形函数ꎻＤ 为分形维数ꎻＧ 为以长度为单位

的恒定缩放参数ꎻｎ 为频率指数ꎻｎｍｉｎ为低截止频率ꎬ由粗

糙面决定ꎻｎｍａｘ近似为无限大ꎻγ 由频谱密度决定ꎬ一般取

１.５ꎻｅ ｊｗｔ为复指数ꎮ
该模型指出粗糙表面上微凸体由塑性变形阶段过渡

到弹性变形阶段[５０] ꎬ该结论与经典接触力学相反ꎮ 因此ꎬ
ＭＯＲＡＧ和 ＥＴＳＩＯＮ对 ＭＢ 模型进行修改ꎬ提出与经典接

触力学一致的分形表面接触模型 ＭＥ 模型[５１] ꎬ如式(１２)
与图 １１所示ꎮ

ｋ＝ ｄＰ
ｄω
＝ ２Ｅ　 Ｒω０.５ ＝ ２Ｅ　 ＲＧ

Ｄ－１
２ ｌ

３－Ｄ
２ １－ｃｏｓ

πｌｔ
２ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

０.５

(１２)
式中:Ｐ 为接触压力ꎻω 为微凸体接触面积ꎻｋ 为微凸体接

触刚度ꎻＥ 为综合弹性模量ꎻＤ 为分形维数ꎻＧ 为以长度为

单位的恒定缩放参数ꎻｌ 为微凸体底部直径ꎻＲ 为曲率半

径ꎻｌｔ 为变形后微凸体顶部直径ꎮ
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���L

图 １１　 微凸体与刚性平面接触示意图

在 ＭＥ分形模型基础上ꎬＰＡＮ 等[５２]根据分形理论建

立了适合干摩擦粗糙表面的分形啮合刚度模型ꎻ他们发现

摩擦对齿轮结构的自然频率有显著影响ꎬ且摩擦力对整个

结构的自然频率有显著的影响ꎮ ＬＩＵ[５３]通过修正现有啮

合刚度分形模型ꎬ推导出适用于微线段齿轮的分形模型ꎮ
分析结果表明:无摩擦条件下ꎬ法向啮合刚度达到最大ꎬ随
着摩擦因数的增大啮合刚度逐渐减小ꎮ ＳＵＮ等[５４]指出目

前基于分形理论的啮合刚度模型大多以粗糙体啮合面积
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对应的尺寸或样本长度作为粗糙体的基直径来描述粗糙

体的初始轮廓ꎬ以此为理论基础得到的微凸体变形机理不

正确ꎮ 针对这一问题ꎬ提出了一种基于分形维数 Ｄ 的粗

糙表面啮合刚度分形表征方法ꎬ建立了独立于测量尺度的

分形啮合刚度模型ꎬ从而获得更精确的粗糙面变形ꎮ 后续

学者进一步证明该模型适用于齿轮啮合刚度的计算ꎮ 但

国内外对不同分形尺寸与分形粗糙度间的复杂关系以及

二者对啮合刚度共同影响的研究均较少ꎬ需要进一步关

注ꎮ 此外ꎬ针对分形模型在弹塑性阶段的具体应用ꎬ国内

外也存在争议ꎬ需要进一步研究ꎮ

４　 考虑摩擦因素的啮合刚度模型在
齿轮研究领域的应用

　 　 考虑摩擦因素的齿轮啮合刚度模型的应用可以为齿

轮传动系统的研究、设计和优化提供重要依据ꎮ 常见应用

主要有有限元仿真应用、多体动力学应用、流体－结构耦

合应用等ꎮ
有限元仿真通过建立齿轮系统的几何模型和有限元

模型ꎬ考虑齿形误差、啮合等因素ꎬ计算轮齿的应力分布和

变形量等参量ꎮ 在考虑摩擦因素的情况下ꎬ采用基于摩擦

换算的计算方法ꎬ将摩擦力作用到啮合刚度模型中ꎬ引入

有限元模型中建立合理啮合副进行仿真ꎬ可提高仿真准确

度ꎮ ＯＵＹＡＮＧ等[５５]基于傅里叶级数利用摩擦换算方法建

立啮合刚度数值分析模型ꎬ以傅里叶级数形式导出啮合刚

度与静态传动误差ꎬ如式(１３)—式(１４)所示ꎮ 在此基础

上建立研究高速直齿轮润滑状态与摩擦动态性能的有限

元模型ꎮ 仿真结果表明ꎬ高速状态下ꎬ摩擦力与摩擦转矩

会影响齿轮的动态特性ꎬ低速时可忽略不计ꎬ合理设置转

矩可以减少动态传动误差ꎮ

ｋｍ( ｔ) ＝ ｋ０ ＋∑８

ｎ ＝ １
ｋｎｃｏｓ(ｎ ωｍ ｔ ＋ γｎ) (１３)

ｅ( ｔ) ＝ ｅ０ ＋∑８

ｎ ＝ １
ｅｎｃｏｓ(ｎ ωｍ ｔ ＋ ｖｎ) (１４)

式中:ｋｍ( ｔ)为啮合刚度ꎻｅ( ｔ)为传动误差ꎻｋ０为初始啮合

刚度ꎻｅ０为初始传动误差ꎻｋｎ为第 ｎ 次啮合刚度ꎻｅｎ为第 ｎ
次传动误差ꎻγｎ为第 ｎ 次啮合相位角ꎻｖｎ为第 ｎ 次传动误

差相位角ꎻωｍ为接触面积ꎮ
在有限元模型仿真中应用考虑摩擦因素的啮合刚度

模型ꎬ可大大提高齿轮系统仿真精度ꎮ 此外ꎬ在研究具有

实际啮合刚度和齿面滑动摩擦的连续啮合齿轮的动态啮

合特性方面应用该类模型ꎬ可为考虑更多影响因素的齿轮

振动机理研究和动态设计提供有效参考ꎮ
多体动力学研究通过建立齿轮系统的运动学和动力

学模型ꎬ考虑齿形误差、摩擦因数等因素ꎬ计算齿轮之间的

相对位移和速度ꎬ进而获得振动速度、加速度等动力学特

征ꎮ 在多体动力学建模过程中ꎬ可利用考虑摩擦因素啮合

刚度模型ꎬ将摩擦力作用到齿轮系统的运动方程中ꎬ减少

操作复杂性ꎬ提高精度ꎮ ＨＡＮ 等[２８]通过数值算法揭示了

表面粗糙度、传递载荷和转速等工况对斜齿轮副摩擦因数

和啮合刚度的影响规律ꎬ建立包括摩擦激励在内的 ８自由

度动力学模型(图 １２)ꎬ并分析了不同工况下摩擦与啮合

刚度的相互作用ꎮ 结果表明ꎬ整个啮合周期内ꎬ交互作用

对动态响应的影响不一致ꎮ

图 １２　 斜齿轮副多体动力学模型

在多体动力学中应用考虑摩擦因素的啮合刚度模型ꎬ
可使所建立的多体动力学模型更加贴合物理实体ꎬ增加结

果可信度ꎮ
流体－结构耦合研究通过建立齿轮系统的流体和结

构模型ꎬ考虑摩擦力对润滑油膜的影响ꎬ计算啮合副的流

体阻尼等参量ꎮ 在流体－结构耦合仿真中ꎬ可以采用润滑

油膜的摩擦啮合刚度模型ꎬ将摩擦力作用到流体运动方程

中进行仿真ꎮ ＺＨＯＵ等[５６]建立了考虑法向与切向影响的

油膜刚度阻尼模型ꎬ如式(１５)、图 １３ 所示ꎮ 将该模型应

用于线啮合弹流润滑齿轮传动中ꎬ分析线啮合弹流润滑齿

轮传动的啮合力、转速以及齿数对啮合刚度和阻尼的影

响ꎮ 结果表明ꎬ合理设置油膜刚度可减轻啮合冲击及剪切

振动ꎮ

ｋｔ ＝
ＢΔｋ∑Δｐ(ｘꎬｔ)
１
ｎ∑Δｈ(ｘꎬｔ)

(１５)

式中:Ｂ 为接触点宽度ꎻΔ 为增量ꎻΔｋ为网格间距ꎻｐ(ｘꎬｔ)
为压强方程ꎻｈ(ｘꎬｔ)为薄膜方程ꎻｎ＝ １ꎬ２等常数ꎮ
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图 １３　 油膜刚度阻尼模型

以上 ３种应用均能够考虑摩擦因素对啮合刚度的影

响ꎬ可以快速有效地评估不同材料、不同几何形状和工况

下受摩擦特性影响的动态响应ꎬ在齿轮传动系统的设计和

优化中具有重要应用价值ꎮ

５　 结语

综上所述ꎬ考虑摩擦因素的齿轮啮合刚度研究已经成

为国内外学术界的热点之一ꎮ 未来ꎬ需要更深入地研究齿

轮啮合刚度的摩擦特性ꎬ探究高效、精准和可靠的齿轮摩

擦啮合刚度建模方法ꎮ
１)统计学刚度模型对采样长度和仪器分辨率依赖性
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强ꎬ这导致在处理粗糙摩擦表面间啮合问题时研究结果会

出现较大波动ꎬ精度无法保证ꎮ 数值分析刚度模型精度与

所用数学分析方法有较大关联ꎬ通用性较差ꎮ 这些缺陷导

致上述两类模型针对齿轮粗糙表面摩擦啮合问题的实用

性较差ꎮ 因此如何减少对仪器的依赖ꎬ建立稳定、高效、精
准、通用的统计学刚度模型和数值分析刚度模型需要进一

步研究ꎮ
２)分形模型是应用最广泛的模型ꎬ但国内外对不同

分形尺寸与分形粗糙度间的复杂关系以及二者对啮合刚

度共同影响的研究均较少ꎬ需要进一步关注ꎮ 此外ꎬ针对

分形模型在弹塑性阶段的具体应用ꎬ国内外也存在争议ꎬ
需重点研究ꎮ
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