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摘　 要:为提高 ７自由度冗余机械臂逆运动学求解精度ꎬ提出一种基于旋量指数积和混沌麻雀

搜索算法的逆运动学求解方法ꎮ 对一种 ７ 自由度仿人机械手臂建模ꎬ采用旋量指数积公式法

建立机械臂正运动学方程并在 ＭＡＴＬＡＢ中进行验证ꎮ 根据机械臂位置矢量和接近矢量构建适

应度函数ꎬ利用混沌麻雀搜索算法求解冗余机械臂的逆解ꎮ 在 ＭＡＴＬＡＢ 软件中编写逆解算法

程序ꎬ将求得的关节值代入所建立的正运动学模型ꎬ计算冗余机械臂末端期望位姿与实际位姿

的误差ꎮ
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０　 引言

传统串联机械臂通常采用 Ｄ－Ｈ 参数法[１]来建立机械

臂的运动学模型ꎮ Ｄ－Ｈ 参数法需要在机械臂各个关节处

建立关节坐标系ꎬ然后得到每一个关节坐标系相对于前一

个关节坐标系的齐次变换矩阵ꎬ将得到的齐次变换矩阵按

照关节的顺序连乘ꎬ即得到机械臂的正向运动学方程ꎮ 赵

志亮等[２]利用 Ｄ－Ｈ 法建立 ７自由度仿人机械臂正运动学

方程对其工作空间进行分析ꎮ 哈佛大学教授 ＲＯＧＥＲ
Ｂｒｏｃｋｅｔｔ最先开始将机械臂的运动使用旋量的几何特性映

射来进行描述ꎬ进而形成了一种机械臂基于指数积的建模

方法ꎬ通常也将这种方法称为指数积公式ꎮ 随着大量学者

使用指数积公式在机器人领域进行广泛应用和深入研究ꎬ

该方法也越来越成熟ꎮ 吴亮等[３]采用旋量法建立机械臂

正运动学方程进行运动学分析ꎮ 相较于传统的 Ｄ－Ｈ 参数

建模法ꎬ使用旋量指数积公式建模法来描述机器人的运动

具有两个方面的优势:一是该方法在建模中只用到基础坐

标系和工具坐标系这两个坐标系ꎬ并且能够对转动关节和

移动关节利用相同参数进行统一描述ꎬ具有很好的通用

性ꎻ二是运动螺旋能够将机械臂运动的几何意义完整且清

楚地描述出来ꎬ有利于避免机械臂出现奇异性问题ꎮ
相较于传统 ６自由度机械臂来说ꎬ冗余机械臂因其自

由度的增加使得计算运动学反解的难度也随着增加ꎮ 文

献[４]中使用 Ｐａｄｅｎ－Ｋａｈａｎ 子问题法对工业机械臂进行

逆运动学求解ꎮ 该方法是一种运动学逆解问题的几何算

法ꎬ其利用正向运动学解映射的指数积公式进行构造ꎮ 使

用这种方法通常可以得到一个或两个精度较高的封闭解ꎬ
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可是面对冗余度机械臂逆解的无穷性子问题法将遭遇较

大的困难ꎮ 冗余机械臂由于其具有复杂的耦合性ꎬ为了求

解机械臂的逆解ꎬ文献[５]采用牛顿拉普森数值迭代法求

解近似逆解ꎮ 对于特定结构的仿人机械臂手臂ꎬ赵志亮等

提出了一种 ７自由度机械手模型的参数化逆运动学解ꎬ讨
论了如何表示机械臂的冗余ꎬ然后进行运动学分析ꎬ推导

出机械臂的参数化逆运动学解ꎮ 针对传统方法在机械臂

逆运动学求解问题中的不足ꎬ许多学者也试着将一些智能

算法[５－１０]应用到逆运动学求解中ꎬ其优点在于求解不受机

械臂构型的限制ꎬ具有较强的通用性ꎮ
本文以具有 Ｓ－Ｒ－Ｓ构型的 ７自由度冗余机械臂为研

究对象ꎬ提出一种 ７自由度仿人机械臂的逆运动学求解方

法ꎮ 首先基于旋量指数积法建立机械臂正运动学方程ꎻ然
后ꎬ采用一种改进的混沌麻雀搜索算法[１１]求解运动学逆

解ꎬ该算法引入高斯变异和混沌序列使其搜索精度提高并

且防止陷入局部最优解ꎻ最后在 ＭＡＴＬＡＢ 上编程实现反

解算法进行验证ꎬ将求出的逆解利用旋量指数积建模法画

出的机械臂位姿进行验证ꎮ 重复进行实验ꎬ统计机械臂实

际末端位姿与预期位姿之间的误差并进行分析ꎮ

１　 基于 ＰＯＥ 运动学建模

在三维空间中ꎬ为了描述刚体的运动ꎬ不仅需要描述

刚体的位置ꎬ还要确定其姿态ꎮ 在旋量理论中ꎬ刚体在空

间中的所有运动都可以通过绕某个旋转轴的转动加上沿

平行于该轴线的移动得到ꎮ
假设{Ｂ}为固连在机械臂的坐标系ꎬ称其为本体坐标

系ꎬ{Ａ}为空间坐标系ꎬ称其为基础坐标系ꎬ且都是笛卡儿

空间坐标系ꎮ 定义 ３×３的矩阵

Ｒ＝[ｘꎬｙꎬｚ] (１)
式中:ｘꎬｙꎬｚ∈Ｒ３ꎬ是本体坐标系相对于基础坐标系的方向

矢量ꎻＲ 是一个旋转矩阵ꎬ用来描述本体坐标系与基础坐

标系的相对姿态变化ꎮ Ｒ∈ＳＯ(３)ꎬ属于李群元素ꎬ具有如

下性质:
ＲＲＴ ＝ＲＴＲ＝ ＩꎬｄｅｔＲ＝ １ (２)

式中 Ｉ 为 ３×３的单位矩阵ꎮ
向量 Ｐ∈Ｒ３ 为一个三维向量ꎬ位置矢量用来描述本

体坐标系与基础坐标系的相对位置变化ꎮ 结合姿态矩阵

和位置矢量可以组成一个位姿矩阵 Ｔ ＝ (ＲꎬＰ)∈ＳＥ(３)ꎬ
写为齐次矩阵形式如下:
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机械臂各关节运动均可看作旋量运动ꎬ取各关节轴向

矢量为 ω∈Ｒ３ꎬ取各关节轴线上一点 ｒ∈Ｒ３ꎬ则其运动旋
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刚体的旋量运动若以矩阵指数的形式来表示ꎬ则有

ｅ ξ
∧

θ ＝ ｅω
∧

θ (Ｉ－ｅω
∧

θ)(ω×ν)＋θωωＴν
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(６)

式中 ｅω
∧
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∧２(１－ｃｏｓθ)ꎮ
本文研究的 ７ 自由度机械臂具有 Ｓ－Ｒ－Ｓ 构型ꎮ Ｓ－

Ｒ－Ｓ机械臂也称为拟人机械臂ꎬ通常用作仿人手臂ꎬ因为

该机械臂的结构与人类手臂相似ꎮ 如图 １ 所示ꎬ７ 个旋转

关节被布置成与人类手臂类似的肩部、肘部和腕部ꎮ 肩关

节(１、２和 ３)可以视为虚拟球形关节ꎬ因为这些关节轴在

一个点相交ꎮ 腕关节(５、６ 和 ７)也具有相同的结构ꎮ 此

外ꎬ两个相邻的关节轴垂直放置ꎮ
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图 １　 机械臂模型

将坐标系建立在机械臂末端ꎬ则工具坐标系 Ｔ 相对于

基础坐标系 Ｂ 的位姿矩阵可以由 ｇｂｔ表示ꎬ机械臂初始位

姿为 ｇｂｔ(０)ꎬ机械臂的正运动学为
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∧
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２　 基于 ＣＳＳＡ 逆运动学求解

机械臂逆运动学求解是已知末端位姿 ｇｂｔ求解关节角

θ＝(θ１ꎬθ２ꎬθ３ꎬθ４ꎬθ５ꎬθ６ꎬθ７)的过程ꎮ 本文采用一种改进混

沌麻雀搜索算法求解 ７ 自由度冗余机械臂的逆解ꎮ 算法

首先设置初始化参数ꎬ其中需要初始化的参数有麻雀种群

规模 Ｎꎬ发现者和跟随者数量比例ꎬ目标函数 ｇｂｔ(θ)的维

度ꎬ最大进化迭代数和求解精度ꎬ在关节角度范围内利用

佳点集均匀分布的特性初始化种群ꎬ生成 Ｎ 个取值范围

在(－πꎬπ)内的七维向量 Ｚｉꎮ 计算种群中每只麻雀的适

应度值 ｆｉꎬ选出当前最优适应度值和最坏适应度值以及所

对应的位置ꎮ 挑选适应度值较优的前 Ｐ 个个体作为发现

者ꎬ剩余的麻雀作为追随者ꎬ根据公式更新发现者和追随

者的位置ꎮ 一次迭代完成后ꎬ重新计算每只麻雀的适应度

值 ｆｉ 和麻雀种群的平均适应度值 ｆａｖｇꎮ 根据当前种群的状

态ꎬ更新麻雀个体所迭代出的最优和最坏适应度值以及对
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应的位置ꎮ 最后判断算法运行是否到达设置的程序退出

条件ꎬ如果满足其中之一ꎬ则循环结束并输出寻优结果ꎬ否
则继续更新发现者和跟随者的位置进行迭代ꎬ直至满足循

环结束条件ꎮ
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图 ２　 ＣＳＳＡ算法流程

发现者位置更新:

ｘｔ＋１ｉｄ ＝
ｘｔｉｄ􀅰ｅｘｐ

－ｉ
α􀅰Ｔ( ) Ｒ２<ＳＴ

ｘｔｉｄ＋Ｑ􀅰Ｌ Ｒ２≥ＳＴ
{ (８)

式中:ｔ 是当前迭代次数ꎻＴ 是最大迭代次数ꎻα 为(０ꎬ１]的
均匀随机数ꎻＱ 为标准正态分布的随机数ꎻＬ 为元素均为 １
的 ｄ 维向量ꎻＲ２ 和 ＳＴ 为阈值和安全值ꎮ

跟随者位置更新:

ｘｔ＋１ｉｄ ＝
Ｑ􀅰ｅｘｐ

ｘｔｗｄ－ｘｔｉｄ
ｉ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｉ<

ｎ
２

ｘｔ＋１ｉｄ ＋ ｘｔｉｄ－ｘｔ
＋１
ｂｄ Ａ＋􀅰Ｌ ｉ≥

ｎ
２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(９)

Ａ＋ ＝ＡＴ (ＡＡＴ) －１ (１０)
式中:ｘｔ＋１ｉｄ 为第 ｔ＋１次迭代中麻雀在第 ｉ 维的位置ꎻｘｔｗｄ为第

ｔ 次迭代中麻雀在第 ｄ 维的最坏位置ꎻｘｔ＋１ｂｄ 为种群在 ｔ＋１次
迭代中的麻雀在第 ｄ 维的最优位置ꎻＡ 为一个 ｄ 维向量ꎬ
其中每个元素均为 １或－１ꎮ

为了计算机械臂实际末端位姿和预期位姿之间的误

差ꎬ根据位置矢量 ｐ 和接近矢量 ａ 进行加权来构造适应度

函数ꎮ
ｆ１ ＝ α ｐｄ － ｐｃ ＋ β ａｄ － ａｃ

ｆ２ ＝ ｍｉｎ(∑
ｎ ＝ ７

ｉ ＝ １
θ ｉ － θ ｉｎｉｔｉ )

ｆ３ ＝ ｍｉｎ( ｆ１ ＋ γｆ２)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１１)

式中:α、β、γ 是适应度函数的权重值ꎻθｉｎｉｔ为初始关节角ꎻｆ２
为关节角最小变化值ꎮ

３　 仿真实验
为了检验该算法在求解冗余机械臂逆解的可行性ꎬ在

ＭＡＴＬＡＢ中进行仿真实验ꎬ设置麻雀种群大小都为 ＰＯＰ＿ｓｉｚｅ ＝
１００ꎬ最大进化迭代次数 ＭＡＸ＿ｇｅｎ ＝ １００ꎬ适应度函数的权值

分别为 α＝ ０.００１ꎬβ＝ １ꎬγ ＝ ０.５ꎮ 在经过 １００ 次迭代之后ꎬ
其中一组实验适应度曲线如图 ３所示ꎮ
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图 ３　 适应度曲线

该次仿真实验中ꎬ算法迭代了 １００ 次ꎬ根据每次计算

之后得到最后的适应度ꎬ输出最优种群结果即一组关节角

值ꎬ将 Ｓ－Ｒ－Ｓ机械臂配置成肩肘腕的模型ꎬ在ＭＡＴＬＡＢ中

绘出机械臂的位姿状态(图 ４)ꎮ 为了验证其正确性ꎬ还将

对应的逆解值输入实验室机械臂控制器中ꎬ使其点动达到

实验的期望位姿ꎬ如图 ５所示ꎮ
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图 ４　 机械臂仿真图

图 ５　 机械臂实验图
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此外ꎬ本文进行了 １００ 次实验ꎬ统计了 １００ 次实验中

机械臂期望位姿与实际位姿的误差ꎬ如图 ６所示ꎮ
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图 ６　 位姿误差

从图 ６中可以看出ꎬ在 １００ 次实验中ꎬ实验的位姿误

差均为 １０－４ 数量级ꎬ且有 ９１ 次实验的位姿误差小于

２×１０－４ꎮ

４　 结语

本文运用旋量指数积的方法对一种 ７ 自由度冗余机

械臂进行正运动学建模ꎬ并且进行正运动学分析ꎬ这种方

法能够清晰地描述机械臂整个系统的运动ꎬ简化了机械臂

运动学分析的过程ꎬ而且它从整体上就可以描述机械臂的

运动ꎬ从而避免在使用传统方法为机械臂建模时可能产生

机械臂关节的奇异性ꎮ 同时运动旋量与力旋量存在对偶

关系ꎬ所以有关运动旋量的理论也适用于力旋量ꎬ本文建

模方法对于后续机械臂动力学分析提供了完备的研究基

础ꎮ 然后本文采用一种改进混沌麻雀搜索算法来对机械

臂进行逆运动学分析ꎬ求解出机械臂的逆解ꎬ这种算法求

逆解不需要考虑冗余机械臂的高度耦合特性ꎬ并且其计算

出的结果经过 ＭＡＴＬＡＢ 中的仿真验证后ꎬ所得到的结果

误差可以维持在１０－４数量级ꎮ
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