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摘　 要:建立了含干摩擦耗散特性的阻尼器结构非线性模态高效分析方法ꎮ 以干摩擦梁模型

为例ꎬ综合采用多谐波平衡法及雅可比矩阵快速计算方法ꎬ实现含干摩擦梁模型的非线性模态

高效分析ꎬ提出通过模态应变能法对非线性模态阻尼比计算结果进行验证的技术途径ꎮ 结果

表明:所建立的含干摩擦耗散特性结构的非线性模态高效分析方法能够有效揭示非线性模态

频率与非线性模态阻尼比的振幅相关特性ꎬ可以直接评估干摩擦阻尼能力ꎬ为后期干摩擦装置

的动力学设计和优化提供理论指导ꎮ
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０　 引言

干摩擦阻尼以其不受温度限制、结构简单、减振效果

明显的特点而广泛应用于摩擦叶片、空间结构等机械结构

中[１] ꎬ以达到减振目的ꎮ 含干摩擦结构的模态特性ꎬ即模

态频率和由干摩擦现象引起的模态阻尼比ꎬ是结构动力学

设计工作中的重要关注点ꎮ 然而ꎬ干摩擦导致的强非线性

耗散特性ꎬ给含干摩擦结构的模态特性预测和分析带来了

困难ꎮ
为了求解非线性模态ꎬ ＲＯＳＥＮＢＥＲＧ[２]提出非线性正

则模态(ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｎｏｒｍａｌ ｍｏｄｅꎬＮＮＭ)的概念ꎬ将非线性模

态定义为非线性无阻尼自治系统的同步周期振动ꎮ 基于

非线性正则模态的定义ꎬ衍生出多种解析计算方法ꎬ如多

尺度法、正规形法等ꎮ 然而这些方法各有不同的适用范

围ꎬ且计算效率低ꎬ很难应用于实际复杂结构ꎬ因此需利用

数值求解方法计算各种非线性结构的非线性模态ꎮ 基于

非线性正则模态的定义ꎬＳＬＡＴＥＲ[３] 通过 Ｒｕｎｇｅ – Ｋｕｔｔａ
法ꎬ首次通过数值方法求解非线性模态ꎮ 随后ꎬＬＥＥ 等[４]

通过打靶法ꎬ提出了更高效稳定的非线性模态求解方法ꎮ
前人的研究主要针对保守系统的非线性模态ꎮ 对于

含干摩擦耗散特性的结构ꎬ其在初始扰动作用下的自由振

动并不具备周期性特征ꎮ 故而上述非线性正则模态的定

义并不适用含干摩擦耗散因素的结构ꎮ ＫＲＡＣＫ[５]通过人

为引入负阻尼项用于补偿由于干摩擦非线性所致的能量

耗散ꎬ将非线性正则模态理论拓展应用于非线性耗散系

统ꎬ由此形成了阻尼非线性模态(ｄａｍｐｅｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｎｏｒｍａｌ
ｍｏｄｅꎬ ｄＮＮＭ)的概念ꎮ 基于非线性模态理论的发展ꎬ国外

已经开始着眼于基于非线性模态对结构动力学分析与设

计的应用基础研究ꎬ而国内这方面的研究比较少见ꎮ
本文以含干摩擦梁结构为例ꎬ基于阻尼非线性模态的

定义ꎬ建立了含干摩擦耗散结构的非线性模态高效数值分

析方法体系ꎬ并提出了通过模态应变能法对非线性模态阻

尼比计算结果进行验证的技术途径ꎮ

１　 理论方法

本文以图 １所示含干摩擦单元的简单梁元模型为研

究对象(其中 Ω 为激振频率)ꎬ开展含干摩擦耗散特性结

构的非线性模态分析方法研究ꎮ 该模型由 ７ 个梁单元构

成ꎬ干摩擦力由库仑摩擦定律确定ꎬ如图 ２ 所示ꎮ 其主要

参数见表 １ꎮ
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图 １　带干摩擦单元的梁结构
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图 ２　干摩擦力迟滞回线

表 １　 模型参数

参数 值

弹性模量 Ｅ / ＧＰａ １８５

长度 ｌ / ｍ ０.７

密度 ρ / (ｋｇ / ｍ３) ７ ８３０

摩擦因数 μ ０.２
初始法向正压力Ｎ０ / Ｎ ５

１.１　 含干摩擦非线性耗散系统的阻尼非线

性模态

　 　 非线性模态(ＮＮＭ)定义与线性系统类似ꎮ 它被定义为

非线性保守系统在不考虑外力和黏性阻尼力作用时ꎬ因受到

初始扰动而产生的周期性自由振动ꎮ 其动力学方程如下:

Ｍｕ
􀅰􀅰＋Ｋｕ＋ｆｎｌ(ｕꎬｔ)＝ ０ (１)

式中:Ｍ 和 Ｋ 代表系统的质量矩阵和刚度矩阵ꎻｕ 代表系

统位移ꎻｔ 代表时间ꎻｆｎｌ(ｕꎬｔ)代表不具有能量耗散性的非

线性力ꎬ例如由于几何非线性所致的弹性恢复力ｕ３ꎮ
对于含干摩擦梁结构ꎬ其非线性力变为具有耗散特性

的干摩擦力ｆｆｒｉｃ(ｕꎬｔ)ꎮ 受此影响ꎬ在初始扰动作用下自由

振动将演变为振幅不断衰减的准周期性振动ꎬ原有非线性

保守系统的非线性模态计算方法不再适用ꎮ 为此ꎬ本文通

过引入新的阻尼非线性模态(ｄＮＮＭ)ꎬ将非线性耗散系统

的自由衰减准周期性振动恢复为周期性自由振动ꎮ 具体

方法是通过人为引入负比例阻尼项Ｃｄｕ
􀅰
ꎬ以补偿由干摩擦

力所耗散的能量ꎮ

Ｍｕ
􀅰􀅰＋Ｃｄｕ

􀅰＋Ｋｕ＋ｆｆｒｉｃ(ｕꎬｔ)＝ ０ (２)
式中:Ｃｄ ＝－２ωζＭꎬ代表与质量矩阵相关的负比例阻尼矩阵ꎬ
其中 ω和 ζ 分别代表非线性模态频率与非线性模态阻尼比ꎮ

由此ꎬ针对含干摩擦非线性耗散系统的阻尼非线性模

态(ｄＮＮＭｓ)振动可定义为方程(２)所描述的非线性系统

在初始扰动作用下的周期性自由振动ꎮ 可以看出ꎬ基于此

方法不仅可以计算得到系统的非线性模态频率ꎬ还可以直

接得到系统模态阻尼比的变化ꎮ 通过模态阻尼比可以定

量评估接触非线性的阻尼能力ꎬ为其减振设计提供指引ꎮ

１.２　 阻尼非线性模态仿真分析方法

为了更好地量化非线性耗散系统的能量相关性ꎬ通过

引入新的参数模态幅值 ａꎬ方程(２)的周期性位移响应可

以表示为 ｕ( ｔ)＝ ａΨ( ｔ)ꎬ将其展开为傅里叶级数形式:

ｕ( ｔ) ＝ ａΨ０ ＋ ａ∑
Ｎｈ

ｋ ＝ １
Ψ ｃｋｃｏｓｋωｔ ＋ Ψ ｓｋｓｉｎｋωｔ (３)

式中:Ｎｈ表示截取的谐波阶次ꎻ上标 ｃ 代表余弦项ꎻ上标 ｓ
代表正弦项ꎮ 将式(３)中的傅里叶系数归结为向量形式:

Ψ＝[Ψ ０ꎬΨ ｃ１ꎬΨ ｓ１ꎬ􀆺ꎬΨ ｃｋꎬΨ ｓｋ] (４)
并定义系数转换矩阵

Ｔ( ｔ)＝ [ＩꎬｃｏｓωｔＩꎬｓｉｎωｔＩꎬ􀆺ꎬｃｏｓｋωｔＩꎬｓｉｎｋωｔＩ] (５)
式中 Ｉ 为Ｎｄ×Ｎｄ维单位矩阵ꎬ其中Ｎｄ为自由度数目ꎮ

位移解(式(３))可以改写为

ｕ( ｔ)＝ ａＴ( ｔ)Ψ (６)
引入频域求导算子:

Ñ＝(Ñ０ꎬÑ１ꎬ􀆺ꎬÑＮｈ
)ꎬÑｋ ＝ ｋ

０ Ｉ
－Ｉ ０

é

ë
êê

ù

û
úú (７)

则系统的速度和加速度可以表示为

ｕ
􀅰
( ｔ)＝ ａωＴ( ｔ)􀅰Ñ􀅰Ψ

ｕ
􀅰􀅰
( ｔ)＝ ａω２Ｔ( ｔ)􀅰Ñ

２􀅰Ψ{ (８)

同理干摩擦力ｆｆｒｉｃ(ｕꎬｔ)的傅里叶形式为

ｆｆｒｉｃ(ｕꎬｔ)＝ Ｔ( ｔ)􀅰Ｆｆｒｉｃ (９)
式中Ｆｆｒｉｃ为干摩擦力对应的傅里叶系数向量ꎬ可通过时－
频域转换技术获取[６] ꎮ

将式(６)—式(９)代入式(２)ꎬ并通过伽辽金法积分消

去与时间项相关的 Ｔ( ｔ)ꎬ得到由傅里叶系数向量表示的

谐波平衡代数方程

Ｐ(ωꎬζ)Ψ＋Ｆｆｒｉｃ(ａΨ)＝ ０ (１０)
式中:Ｐ(ωꎬζ)＝ ａ(ω２ＮＭ Ñ

２ ＋ω ＮＣ Ñ＋ＮＫ)ꎻＮＣ是分块对角

矩阵ꎬＮＣ ＝ｂｌｋｄｉａｇ(ＣｄꎬＣｄꎬ􀆺)ꎬＮＭ和ＮＫ的形式与ＮＣ相同ꎮ
由于式(１０)中未知量数目多于方程数目ꎬ需要额外

补充条件方能得到其唯一解 Ψꎮ 首先考虑类似于线性模

态的非线性模态振型的质量归一化ꎬ即ΨＴＮＭΨ－１＝ ０ꎮ 其

次ꎬ考虑到自由振动响应 ｕ( ｔ)的周期性特征ꎬ任意满足

ｕ( ｔ)＝ ｕ( ｔ＋Δｔ)条件的解 ｕ( ｔ＋Δｔ)也满足式(１０)ꎬ其中 Δｔ
为某一固定的相位差ꎮ 为保证自由振动存在唯一周期解ꎬ
应指定相位条件以消除解的任意性ꎮ 为取得合适相位条

件来进行非线性耗散系统的非线性模态求解ꎬ本文使初始

速度为 ０ꎬ即ｕ
􀅰
(０) ＝ ０ꎮ 结合式(８)得到其数学表达式为

ａωＴ(０)ÑΨ＝ ０ꎮ
综上ꎬ针对计算含干摩擦非线性耗散系统的阻尼非线

性模态转化为下列非线性代数方程的求解问题:
Ｐ(ωꎬζ)􀅰Ψ＋Ｆｆｒｉｃ ＝ ０

ΨＴＮＭΨ－１＝ ０
ａωＴ(０)ÑΨ＝ ０

ì

î

í
ïï

ïï
(１１)

上述方程可通过牛顿拉夫逊法迭代求解ꎮ ａ 起延拓

参数的作用ꎬ可通过弧长延拓技术高效地追踪获取对应其

他模态振幅下的阻尼非线性模态振动ꎮ 迭代求解过程中ꎬ
可采用作者前期提出的雅可比矩阵快速计算方法[７] ꎬ大
幅提高上述非线性代数方程组的求解速度ꎮ

１.３　 基于模态应变能法的模态阻尼比计算

由于阻尼非线性模态的解可以作为稳态受迫响应被

激发ꎬ因此系统非线性模态阻尼比也可以从受迫响应结果

中得到ꎮ 在一个完整振动周期内的耗散能量Ｅｆｒｉｃ可以通过

􀅰９９􀅰



􀅰信息技术􀅰 王相乾􀅰含干摩擦耗散结构的非线性模态分析方法研究

摩擦力对接触界面上的相对位移的功计算ꎮ

Ｅｆｒｉｃ ＝ ∑
２π / Ω

ｔｉ ＝ ０
∑
Ｎｅ

ｋ ＝ １
ｆ ｔｉꎬｋ
ｆｒｉｃ ｕ

ｔｉꎬｋ
ｒ (１２)

式中:ｕｔｉꎬｋ
ｒ 为第 ｉ 个时间步长时接触界面的第 ｋ 对接触单

元的相对位移ꎻｆ ｔｉꎬｋ
ｆｒｉｃ

为对应的干摩擦力ꎻＮｅ是成对接触单

元的数目ꎻΩ 代表共振状态时的激励频率ꎮ
当结构最大振动幅值为 Ａ 时ꎬ整个结构的应变能为

Ｅｊ(Ａ)＝
(Ａ φＨ

ｊ )Ｋ(Ａ φ ｊ)
２

＝
Ａ２ω２ｒꎬｊ
２

(１３)

式中φ ｊ和ωｒꎬｊ为第 ｊ 阶模态振型和固有频率ꎮ
由于模态阻尼比常被定义为每弧度所耗散的能量与

系统总能量的比值ꎬ即经历稳态振动ｕｄＮＮＭ(Ω ｔ)的非线性

结构的耗散能Ｅｆｒｉｃ与最大应变能Ｅｊ的比值[８] ꎮ 因此当最大

振动幅值为 Ａ 时ꎬ模态阻尼比ζｍｓｅꎬｊ的计算如下:

ζｍｓｅꎬｊ(Ａ)＝
Ｅｆｒｉｃ(Ａ)
４πＥｊ

＝
Ｅｆｒｉｃ(Ａ)
２π Ａ２ω２ｒꎬｊ

(１４)

第 ｊ 阶模态下整个结构的模态应变能Ｅｊ(ａｊ)可以直接

从 ＡＮＳＹＳ模态分析结果中获取ꎮ 因此ꎬ当最大振动幅值

为 Ａ、对应的模态幅值为ａｊ时ꎬ模态阻尼比ζｍｓｅꎬｊ(Ａ)也可以

由下式获得:

ζｍｓｅꎬｊ(Ａ)＝
Ｅｆｒｉｃ(Ａ)(ａｊ / Ａ) ２

４π Ｅｊ(ａｊ)
(１５)

通过式(１４)或式(１５)能够评估由于摩擦非线性引起

的非线性模态阻尼比ζｍｓｅꎬｊꎬ同时可以用于检验由阻尼非线

性数值计算方法得到的非线性模态阻尼比ζｊ的准确性ꎮ

２　 结果和讨论

２.１　 非线性模态分析

将本文建立的非线性模态仿真计算方法应用于图 １
描述的梁模型ꎬ对其进行阻尼非线性模态分析ꎮ 对应底层

线性结构第一弯曲模态梁尖端节点处的非线性模态特性

如图 ３和图 ４所示ꎮ 具有非线性模态频率 ω 和位移幅值

的单个 ｄＮＮＭ表示为图 ３中频率－幅值曲线上的一个点ꎬ
并绘制了单个 ｄＮＮＭ中不同节点 ｕ( ｔ)的周期运动ꎮ
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图 ３　 非线性模态频率
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图 ４　 非线性模态阻尼比

由图 ３和图 ４可以看出ꎬ当系统处于低幅值时ꎬ由于

干摩擦单元保持黏滞状态ꎬ产生的摩擦力几乎不影响结构

的模态特性ꎮ 因此非线性模态频率与非线性模态阻尼比

处于线性阶段ꎬ非线性模态阻尼比处于极低水平ꎮ 随着幅

值的增加ꎬ干摩擦单元发生黏滑过渡现象ꎬ不断增长的摩

擦力导致频率－幅值变化曲线出现刚度软化特征ꎮ 非线

性模态频率急剧下降并显著提高系统的阻尼性能ꎮ 需要

注意的是ꎬ最大模态阻尼比是在中间幅值水平上产生的ꎬ
最大约为 １.５％ꎬ这意味着当干摩擦单元处于部分滑动时

获得最大的摩擦阻尼性能ꎮ 当幅值持续增大ꎬ系统非线性

模态频率趋于收敛ꎬ非线性模态阻尼比逐渐回落ꎮ

２.２　 非线性模态与强迫振动响应之间的关联

系统的骨架曲线能够描述非线性系统的频率－能量

相关性ꎮ 骨架曲线是系统在不同激振力作用下ꎬ不同幅频

曲线的响应峰值相连得到的曲线ꎮ 图 ５ 描述了系统在不

同激振力下( ｆｉ＋１>ｆｉꎬｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬ３)的幅频特性曲线ꎮ
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图 ５　 不同激振力下的幅频曲线

由图 ５观察到非线性模态数值计算方法得到的系统

幅值－频率曲线即为骨架线ꎮ 通过非线性模态幅值－频率

曲线可以准确预测系统在不同水平激振力作用下响应峰

值的变化轨迹ꎬ避免了繁琐耗时的强迫响应计算ꎮ

２.３　 非线性模态阻尼比的检验

在强迫振动响应的基础上ꎬ根据 １.３节介绍的模态应

变能方法ꎬ即式(１５)得到非线性模态阻尼比ζｍｓｅ(用 ＭＳＥ
表示)与位移幅值的变化关系ꎬ可以用来评估非线性系统

的非线性模态阻尼比ζｍｓｅꎬ同时可以用来检验阻尼非线性

模态(ｄＮＮＭ)计算得到的模态阻尼比 ζꎮ 图 ６描述了分别

通过模态应变能法和阻尼非线性模态计算方法得到的模

态阻尼比与位移幅值的变化关系ꎮ 由图 ６ 观察到ꎬζ 和

ζｍｓｅ之间存在良好一致性ꎮ 因此ꎬ充分证明了本文所建立

的阻尼非线性模态分析方法在评估干摩擦阻尼能力方面

的有效性ꎮ
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图 ６　 不同方法下的模态阻尼比变化
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３　 结语

本文基于阻尼非线性模态理论ꎬ综合采用多谐波平衡

法、雅克比矩阵快速计算方法等先进数值仿真技术ꎬ建立

了干摩擦耗散特性结构的非线性模态高效仿真分析方法ꎬ
为扩展到实际工程结构奠定基础ꎬ具有很好的应用价值ꎮ
主要结论如下:

１)实现了含干摩擦梁结构的非线性模态分析ꎬ揭示

其非线性模态频率与非线性模态阻尼比随振幅增长的变

化规律ꎬ并将非线性模态与强迫振动响应联系ꎬ验证了系

统在共振区域的响应可以通过非线性模态近似ꎬ避免了强

迫振动响应的计算ꎻ
２)提出了通过模态应变能法对非线性模态阻尼比计

算结果进行验证的技术途径ꎬ进而验证了本文建立的非线

性模态数值仿真计算方法可以有效评估系统的阻尼能力ꎬ
为后期干摩擦装置的设计和优化提供指导ꎮ
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ｆｏｒ ｆａｓｔ ａｄａｐｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｅｅｐ ｎｅｔｗｏｒｋｓ [ Ｃ] / / Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ
３４ｔｈ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｍａｃｈｉｎｅ Ｌｅａｒｎｉｎｇ － Ｖｏｌｕｍｅ
７０. Ｓｙｄｎｅｙꎬ ＮＳＷꎬ Ａｕｓｔｒａｌｉａ. Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ: ＡＣＭꎬ ２０１７: １１２６￣
１１３５.

[２０] ＲＥＮ Ｍ ＹꎬＬＩＡＯ Ｒ ＪꎬＦＥＴＡＹＡ Ｅꎬｅｔ ａｌ. Ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ ｆｅｗ－ｓｈｏｔ
ｌｅａｒｎｉｎｇ ｗｉｔｈ ａｔｔｅｎｔｉｏｎ ａｔｔｒａｃｔｏｒ ｎｅｔｗｏｒｋｓ[ＥＢ / ＯＬ]. (２０１８－５－
２５)[ ２０２２ － ４ － ２６] ２０１８: ａｒＸｉｖ: １８１０. ０７２１８. ｈｔｔｐｓ: / / ａｒｘｉｖ.
ｏｒｇ / ａｂｓ / １８１０.０７２１８.

[２１] ＬＩＵ Ｙ ＢꎬＬＥＥ ＪꎬＰＡＲＫ Ｍꎬｅｔ ａｌ. Ｌｅａｒｎｉｎｇ ｔｏ ｐｒｏｐａｇａｔｅ ｌａｂｅｌｓ:
Ｔｒａｎｓｄｕｃｔｉｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｎｅｔｗｏｒｋ ｆｏｒ ｆｅｗ－ｓｈｏｔ ｌｅａｒｎｉｎｇ [ＥＢ / ＯＬ].
２０１８:ａｒＸｉｖ:１８０５.１０００２. ｈｔｔｐｓ:/ / ａｒｘｉｖ. ｏｒｇ / ａｂｓ / １８０５.１０００２.
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