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摘　 要:现有文献中 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵存在多种表达形式ꎬ不利于指标值的统一评估和对比ꎮ 为

此ꎬ通过剖析 Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构运动 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的机理ꎬ找到引起上述现象的根本原因ꎬ用欧

拉角及其导数描述动平台的转动速度并运用位置方程求导法推导出第 １类形式的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩

阵ꎻ用角速度矢量描述动平台的转动速度ꎬ并运用环路方程法推导出第 ２类形式的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩

阵ꎻ将动平台上与静坐标系原点重合的点选为线速度基点ꎬ并运用环路方程法推导出第 ３类形

式的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵ꎮ 运用角速度加法公式和线速度基点法ꎬ构建不同形式 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵之间的

映射ꎻ运用矩阵理论推导各 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵行列式之间的关联ꎮ 通过数值算例验证上述结论的

正确性ꎬ并绘制机构的奇异曲面ꎮ 所得结论为并联机构的型综合、型优化提供了理论指导ꎮ
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ｏｆ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ.
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ:ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍꎻ Ｊａｃｏｂｉａｎ ｍａｔｒｉｘꎻ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎꎻ ｌｏｏｐ ｅｑｕａｔｉｏｎꎻ Ｅｕｌｅｒ ａｎｇｌｅꎻ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ

０　 引言
与串联机构相比ꎬ并联机构具有更紧凑的结构、更高

的刚度、更快的响应、更小的累积误差等优势[１] ꎬ在多维

传感器[２－３]等领域应用前景广阔ꎮ 在所有的 ６ 自由度并

联机构中ꎬ目前应用最广的是 Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构[４－５] ꎮ 它主

要由 １个动平台、１ 个静平台以及连接 ２ 个平台的 ６ 条

ＳＰＳ(Ｓ 为球面副ꎬＰ 为移动副)支链构成ꎮ 研究发现ꎬ
Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构的很多性能指标ꎬ如奇异性、灵活性、各
向同性、刚度、可操作度等ꎬ都与机构的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵有

关[６] ꎮ Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵包括运动 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵和力 Ｊａｃｏｂｉａｎ
矩阵ꎬ它们之间满足对偶性的关系ꎮ 因此ꎬ推导并分析

Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构的运动 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵有着重要的理论意

义和实际价值ꎮ
从检索到的文献资料来看ꎬ并联机构运动 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩

阵的表达形式五花八门[６－１１] ꎬ且各形式在机构学上的解释

以及它们之间的数学关联尚不明确ꎮ 这影响了机构性能

的机理分析和机构拓扑的优化ꎮ 为解决上述问题ꎬ本文从

动平台速度的物理定义和数学表达出发ꎬ挖掘了 Ｓｔｅｗａｒｔ
并联机构运动 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵的内涵ꎬ推导并梳理了 ３ 类

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵 的 解 析 表 达 式ꎬ继 而 剖 析 了 不 同 形 式

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵之间以及它们行列式之间的映射关系ꎮ 最

后ꎬ通过数值算例验证了本文结果的正确性ꎬ并基于推导
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出的运动 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵绘制了 Ｓｔｅｗａｒｔ 并联机构的位置奇

异曲面和姿态奇异曲面ꎮ

１　 转动速度采用不同的表达方式
Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构的机构简图如图 １所示ꎮ
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图 １　 Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构的机构简图

分别在静平台和动平台上固连笛卡儿坐标系 Ｏ－ｘｙｚ
和 Ｐ－ｘ′ｙ′ｚ′ꎮ 初始状态下ꎬ两坐标系的 ３ 个坐标轴分别平

行ꎮ 动平台的自由度为 ６ꎬ包括 ３ 维平动和 ３ 维转动ꎮ 其

中ꎬ３维转动的速度可以用欧拉角及其导数来描述ꎬ也可

以用角速度矢量来描述ꎮ

１.１　 欧拉角方式

１)基于欧拉角的旋转矩阵

首先ꎬＰ－ｘ′ｙ′ｚ′绕 ｚ′轴转动进动角 Ψ(逆时针方向为

正)ꎬ得到第 １ 次转动之后的坐标系 Ｐ－ｘ″ｙ″ｚ′ꎮ 两坐标系

之间的旋转矩阵为

Ｒ０１ ＝
ｃΨ －ｓΨ ０
ｓΨ ｃΨ ０
０ ０ １
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ê
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ù

û
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(１ａ)

式中:Ｒｊ
ｉ 表示第 ｉ 次转动之后的坐标系相对于第 ｊ 次转动

之后坐标系的旋转矩阵ꎻｃ和 ｓ分别代表余弦、正弦函数ꎮ
接着ꎬＰ－ｘ″ｙ″ｚ′绕 ｘ″轴转动章动角 θꎬ得到第 ２ 次转动

之后的坐标系 Ｐ－ｘ″ｙ‴ｚ″ꎮ 它与第 １ 次转动之后坐标系之

间的旋转矩阵为

Ｒ１２ ＝
１ ０ ０
０ ｃθ －ｓθ
０ ｓθ ｃθ

é
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(１ｂ)

最后ꎬＰ－ｘ″ｙ‴ｚ″绕 ｚ″轴转动自转角 φꎬ得到第 ３次转动

之后的坐标系 Ｐ－ｘ‴ｙ″″ｚ″ꎮ 它与第 ２次转动之后坐标系之

间的旋转矩阵为

Ｒ２３ ＝
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ｓφ ｃφ ０
０ ０ １
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(１ｃ)

执行关于 ３个绕体轴的子旋转矩阵式(１ａ)、式(１ｂ)、
式(１ｃ)的右乘运算ꎬ得到合成的旋转矩阵:

Ｒ０３ ＝Ｒ０１ Ｒ１２ Ｒ２３ ＝
ｃΨｃφ－ｓΨｃθｓφ －ｃΨｓφ－ｓΨｃθｃφ ｓΨｓθ
ｓΨｃφ＋ｃΨｃθｓφ －ｓΨｓφ＋ｃΨｃθｃφ －ｃΨｓθ

ｓθｓφ ｓθｃφ ｃθ

é
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ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(２)

值得一提的是ꎬＲ０３ 也可以用来表示运动之后的动坐

标系相对于静坐标系 Ｏ－ｘｙｚ 的旋转矩阵ꎮ
２)Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的推导

Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构的几何约束方程[１２]为

ｌ２ｉ ＝ ｆｉꎬｉ＝ １~６ (３)
式中:ｌｉ 表示第 ｉ 条支链的长度ꎻｆｉ ＝ＯＰＴ ＯＰ－２(Ｂ{Ｏ}ｉ ) Ｔ ＯＰ－
２(Ｂ{Ｏ}ｉ ) Ｔ ｂ∗ｉ ＋２ＯＰＴ ｂ∗ｉ ＋[ (Ｂ{Ｏ}ｉ ) Ｔ Ｂ{Ｏ}ｉ ＋(ｂ{Ｐ}ｉ ) Ｔ ｂ{Ｐ}ｉ ]ꎻ
ｂ∗ｉ ＝Ｒ０３ ｂ{Ｐ}ｉ ꎮ 其中 ＯＰ 表示连接两坐标系原点形成的矢

量ꎬ其 ３个分量分别记作 ｘ、ｙ 和 ｚꎻＢ{Ｏ}ｉ 、ｂ{Ｐ}ｉ 分别表示 Ｂｉ、
ｂｉ点在静坐标系和动坐标系中的坐标ꎻ上标 Ｔ 表示矩阵的

转置ꎮ
式(３)的等号两边同时对时间求一阶导数ꎬ整理后可

得线性方程组

Ｊｌ ｌ
􀅰＝ＪＸ Ｘ

􀅰
１ (４)

式中: ｌ
􀅰＝( ｌ

􀅰
１ꎬ ｌ
􀅰
２ꎬ ｌ
􀅰
３ꎬ ｌ
􀅰
４ꎬ ｌ
􀅰
５ꎬ ｌ
􀅰
６) ＴꎻＸ

􀅰
１ ＝( ｘ

􀅰
ꎬｙ
􀅰
ꎬ ｚ
􀅰
ꎬΨ
􀅰
ꎬθ
􀅰
ꎬφ
􀅰
) Ｔꎻ

Ｊｌ ＝ ２

ｌ１ ０ ０ ０ ０ ０
０ ｌ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ｌ３ ０ ０ ０
０ ０ ０ ｌ４ ０ ０
０ ０ ０ ０ ｌ５ ０
０ ０ ０ ０ ０ ｌ６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ꎻ

ＪＸ ＝

Əｆ１
Əｘ

Əｆ１
Əｙ

Əｆ１
Əｚ

Əｆ１
ƏΨ

Əｆ１
Əθ

Əｆ１
Əφ

Əｆ２
Əｘ

Əｆ２
Əｙ

Əｆ２
Əｚ

Əｆ２
ƏΨ

Əｆ２
Əθ

Əｆ２
Əφ

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
Əｆ６
Əｘ

Əｆ６
Əｙ

Əｆ６
Əｚ

Əｆ６
ƏΨ

Əｆ６
Əθ

Əｆ６
Əφ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎮ

当 ｌｉ≠０ꎬ( ｉ＝ １~６)时ꎬ矩阵Ｊｌ 是可逆的ꎮ 此时ꎬ式(４)
可改写为

ｌ
􀅰＝Ｊ１ Ｘ

􀅰
１ (５)

式中Ｊ１ ＝Ｊ
－１
ｌ ＪＸ 称为第 １类形式的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵ꎮ

１.２　 角速度矢量方式

运用环路方程法[４] ꎬ列出支链速率的解析式:

ｌ
􀅰

ｉ ＝ ｓＴｉ
ｄ
ｄｔＯＰ

＋ω×ｂ∗ｉ( ) ＝ ｓＴｉ ｄｄｔＯＰ＋[ｂ
∗
ｉ ×ｓｉ] Ｔω (６)

式中:ｓｉ 表示第 ｉ 条支链的方向矢量[４] ꎻω 表示动平台的

角速度矢量ꎮ
将式(６)整理成矩阵形式:

ｌ
􀅰＝Ｊ２ Ｘ

􀅰
２ (７)

式中:Ｘ
􀅰
２ ＝( ｘ

􀅰
ꎬｙ
􀅰
ꎬ ｚ
􀅰
ꎬωＴ) Ｔꎻ

Ｊ２ ＝
ｓ１ ｓ２ 􀆺 ｓ６

ｂ∗１ ×ｓ１ ｂ∗２ ×ｓ２ 􀆺 ｂ∗６ ×ｓ６
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

称为第 ２ 类形式的

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵ꎮ

１.３　 第 １、２ 类形式 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵之间的

映射

　 　 根据角速度加法公式ꎬ可得坐标系 Ｐ－ｘ‴ｙ″″ｚ″相对于

􀅰６８􀅰
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Ｐ－ｘ′ｙ′ｚ′的转动速度:

ω＝Ψ
􀅰
ｋ０＋θ

􀅰
ｉ１＋φ

􀅰
ｋ２ ＝Ψ

􀅰
０
０
１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＋θ
􀅰
Ｒ０１

１
０
０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＋φ
􀅰
Ｒ０１Ｒ１２

０
０
１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

θ
􀅰
ｃΨ＋φ

􀅰
ｓΨｓθ

θ
􀅰
ｓΨ－φ

􀅰
ｃΨｓθ

Ψ
􀅰＋φ

􀅰
ｃθ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝Ａ

Ψ
􀅰

θ
􀅰

φ
􀅰

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

(８)

式中 Ａ＝
０ ｃΨ ｓΨｓθ
０ ｓΨ －ｃΨｓθ
１ ０ ｃθ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎮ

通过式(８)建立Ｘ
􀅰
１ 和Ｘ

􀅰
２ 之间的传递关系:

Ｘ
􀅰
２ ＝Ｔ１ꎬ２Ｘ

􀅰
１ (９)

式中Ｔ１ꎬ２ ＝
Ｅ３ Ｏ３
Ｏ３ Ａ

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬＥ３ 和Ｏ３ 分别为三阶单位矩阵和三

阶零矩阵ꎮ
综合式(５)、式(７)和式(９)ꎬ整理可得第 １、２ 类形式

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵之间的映射关系:
Ｊ１ ＝Ｊ２ Ｔ１ꎬ２ (１０)

也就是说ꎬ通过映射矩阵Ｔ１ꎬ２可以将第 １、２ 类形式的

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵关联起来ꎮ

２　 平动速度选取不同的基点

理论上ꎬ动平台三维平动的速度基点可以任意选择ꎮ
常用的基点主要有 ２个:１)动平台的质心(一般也是动坐

标系的原点) [４] ꎻ２)动平台上与静坐标系原点重合的

点[１３] ꎮ 第 １节在建立平动速度时就是选取的前者ꎬ故本

节仅讨论后者的情况ꎮ

２.１　 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵的推导

将动平台上与静坐标系原点重合的点标记为点 Ｏ′ꎮ
同样ꎬ运用环路方程法ꎬ列出支链速率的解析表达式:

ｌ
􀅰

ｉ ＝ ｓＴｉ [ｖＯ′＋ω×(ＯＰ＋ｂ∗ｉ )] ＝ ｓＴｉ ｖＯ′＋[(ＯＰ＋ｂ∗ｉ )×ｓｉ] Ｔω
(１１)

式中ｖＯ′表示 Ｏ′点的线速度矢量ꎮ
将式(１１)整理成矩阵形式:

ｌ
􀅰＝Ｊ３ Ｘ

􀅰
３ (１２)

式中:Ｘ
􀅰
３ ＝(ｖＴＯ′ꎬωＴ) Ｔꎻ

Ｊ３ ＝
ｓ１ 􀆺 ｓ６

(ＯＰ＋ｂ∗１ )×ｓ１ 􀆺 (ＯＰ＋ｂ∗６ )×ｓ６
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

称为第 ３ 类形

式的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵ꎮ

２.２　 第 ２、３ 类形式 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵之间的

映射

　 　 根据速度基点法ꎬ可建立 Ｏ′和 Ｐ 两点速度之间的关

系式:

( ｘ
􀅰
ꎬｙ
􀅰
ꎬ ｚ
􀅰
) Ｔ ＝ ｖＯ′＋ω×ＯＰ (１３)

通过式(１３)建立Ｘ
􀅰
２ 和Ｘ

􀅰
３ 之间的传递关系:

Ｘ
􀅰
２ ＝Ｔ３ꎬ２Ｘ

􀅰
３ (１４)

式中:Ｔ３ꎬ２ ＝
Ｅ３ －ＯＰ

∧

Ｏ３ Ｅ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ꎻ上标∧表示与矢量对应的反对

称矩阵ꎮ
综合式(７)、式(１２)和式(１４)ꎬ整理可得第 ２、３ 类形

式 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵之间的映射关系:
Ｊ３ ＝Ｊ２ Ｔ３ꎬ２ (１５)

可见ꎬ通过映射矩阵 Ｔ３ꎬ２ 可以将第 ２、 ３ 类形式的

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵关联起来ꎮ

２.３　 第 １、３ 类形式 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵之间的

映射

　 　 综合式 ( １０)、式 ( １５)ꎬ整理可得第 １、 ３ 类形式

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵之间的映射关系:
Ｊ３ ＝Ｊ１ Ｔ３ꎬ１ (１６)

式中Ｔ３ꎬ１ ＝Ｔ１ꎬ２
－１Ｔ３ꎬ２将第 １、３ 类形式的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵关联

起来ꎮ 注意:本文不考虑欧拉角奇异点的情况ꎬ即默认矩

阵Ｔ１ꎬ２是可逆的ꎮ

３　 映射矩阵的算例验证

本节对 Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构在一般位姿下 ３类形式的运

动 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵及其映射矩阵进行算例验证ꎮ 并联机构

尺寸参数的选取如表 １所示ꎮ

表 １　 Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构的尺寸参数　 单位:ｍｍ　

ｂ１ { Ｐ } ｂ２ { Ｐ } ｂ３ { Ｐ }

(－１００ꎬ ０ꎬ １００) Ｔ (１２０ꎬ ０ꎬ ７０) Ｔ (１３０ꎬ ０ꎬ ０) Ｔ

ｂ４ { Ｐ } ｂ５ { Ｐ } ｂ６ { Ｐ }

(８０ꎬ ０ꎬ －９０) Ｔ (０ꎬ ０ꎬ －９５) Ｔ (－７５ꎬ ０ꎬ －５０) Ｔ

Ｂ１ { Ｏ } Ｂ２ { Ｏ } Ｂ３ { Ｏ }

(－１００ꎬ ０ꎬ １００) Ｔ (１００ꎬ ０ꎬ １００) Ｔ (２００ꎬ ０ꎬ ０) Ｔ

Ｂ４ { Ｏ } Ｂ５ { Ｏ } Ｂ６ { Ｏ }

(１００ꎬ ０ꎬ －１００) Ｔ (０ꎬ ０ꎬ －２００) Ｔ (－１００ꎬ ０ꎬ －１００) Ｔ

　 　 不失一般性地ꎬ随机选择动平台在其工作空间内的一

个位姿:ＯＰ ＝ (８２ꎬ１５８ꎬ６８) Ｔ ｍｍꎬΨ ＝ １.２ ｒａｄꎬθ ＝ ２.５ ｒａｄꎬ
φ＝ １.７ ｒａｄꎮ 根据式(３)ꎬ此时ꎬ６ 条支链的长度(单位:
ｍｍ)依次为 ２９８.５４１、１４１.３２７、１８１.２７４、３２２.２６５、３８８.７８１、
２７７.３８７ꎮ 对应的 ３类形式的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵以及 ３ 个映射

运算分别如式(１７ａ)—式(１７ｆ)所示ꎮ 结果显示:１) ３ 个

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的前 ３ 列元素完全相同ꎻ２)３ 个 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩

阵之间的关联和本文的推导结论完全一致ꎮ

Ｊ１ ＝

０.５６
０.７４
－０.１５
－０.０４
０.０７
０.３７

０.５９
０.６６
０.５８
０.４５
０.４６
０.７２

－０.５７
－０.１２
０.８０
０.８９
０.８９
０.５９

－１８.８５
１２８.５６
４４.０９
１.８７

－２５.８８
－７２.７２

－５４.６０
２３.１４

－１０９.９２
－３２.５２
４２.９５
５２.４１

７３.８８
－１０９.９２
－６５.７０
－３５.９７
０.００
６３.８１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(１７ａ)

􀅰７８􀅰
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Ｊ２ ＝

０.５６
０.７４
－０.１５
－０.０４
０.０７
０.３７

０.５９
０.６６
０.５８
０.４５
０.４６
０.７２

－０.５７
－０.１２
０.８０
０.８９
０.８９
０.５９

７１.７６
－２.４０
－８７.１４
－６５.４７
－１６.７３
２７.６４

－８６.４８
２５.７６
－８４.０６
－９.４４
５２.５８
４５.４８

－１８.８５
１２８.５６
４４.０９
１.８７

－２５.８８
－７２.７２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(１７ｂ)

Ｊ３ ＝

０.５６
０.７４
－０.１５
－０.０４
０.０７
０.３７

０.５９
０.６６
０.５８
０.４５
０.４６
０.７２

－０.５７
－０.１２
０.８０
０.８９
０.８９
０.５９

－５９.３３
－６６.４２
０.００
４４.９６
９１.８８
７１.９０

－１.０３
８５.７３

－１６０.１５
－８５.３０
－１４.９２
２２.１６

－５９.３３
６６.４２
１１５.８１
４４.９６
０.００

－７１.９０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(１７ｃ)

Ｊ２ Ｔ１ꎬ２ ＝

０.５６
０.７４
－０.１５
－０.０４
０.０７
０.３７

０.５９
０.６６
０.５８
０.４５
０.４６
０.７２

－０.５７
－０.１２
０.８０
０.８９
０.８９
０.５９

－１８.８５
１２８.５６
４４.０９
１.８７
－２５.８８
－７２.７２

－５４.６０
２３.１４

－１０９.９２
－３２.５２
４２.９５
５２.４１

７３.８８
－１０９.９２
－６５.７０
－３５.９７
０.００
６３.８１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(１７ｄ)

Ｊ２ Ｔ３ꎬ２ ＝

０.５６
０.７４
－０.１５
－０.０４
０.０７
０.３７

０.５９
０.６６
０.５８
０.４５
０.４６
０.７２

－０.５７
－０.１２
０.８０
０.８９
０.８９
０.５９

－５９.３３
－６６.４２
０.００
４４.９６
９１.８８
７１.９０

－１.０３
８５.７３

－１６０.１５
－８５.３０
－１４.９２
２２.１６

－５９.３３
６６.４２
１１５.８１
４４.９６
０.００

－７１.９０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(１７ｅ)

Ｊ１ Ｔ３ꎬ１ ＝

０.５６
０.７４
－０.１５
－０.０４
０.０７
０.３７

０.５９
０.６６
０.５８
０.４５
０.４６
０.７２

－０.５７
－０.１２
０.８０
０.８９
０.８９
０.５９

－５９.３３
－６６.４２
０.００
４４.９６
９１.８８
７１.９０

－１.０３
８５.７３

－１６０.１５
－８５.３０
－１４.９２
２２.１６

－５９.３３
６６.４２
１１５.８１
４４.９６
０.００

－７１.９０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(１７ｆ)

４　 奇异位形

当并联机构的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的行列式等于 ０ 时ꎬ动平

台所处的位形称为“奇异位形” [１４] ꎮ 本节研究 ３ 类形式

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的行列式之间的关联ꎮ
运用矩阵行列式的乘法定理和分块矩阵的行列式性

质ꎬ分别处理式(１０)、式(１５)ꎬ整理可得:
Ｊ１ ＝ Ｊ２ Ｔ１ꎬ２ ＝ Ｊ２ Ａ ＝ －ｓθ× Ｊ２ (１８)

Ｊ３ ＝ Ｊ２ Ｔ３ꎬ２ ＝ Ｊ２ (１９)
由于本文不考虑欧拉角奇异点的情况ꎬ即 ｓθ 不等于

０ꎬ故由式(１８)、式(１９)可知:３ 类形式 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵的行

列式等于 ０的情况是完全等效的ꎮ 因此ꎬ可以通过求解任

意一类形式的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵行列式来判别并联机构是否

处于奇异位形ꎮ 图 ２( ａ)、图 ２( ｂ)分别为作为算例的

Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构的位置奇异曲面和姿态奇异曲面ꎮ 在进

行机构的轨迹规划时ꎬ应避开奇异曲面中的全部坐标点ꎮ
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图 ２　 Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构的奇异曲面

５　 结语

１)用欧拉角及其导数描述动平台的转动速度ꎬ并选

取动坐标系的原点为平动速度基点ꎬ可推导出第 １类形式

的运动 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵ꎮ
２)用角速度矢量描述动平台的转动速度ꎬ并选取动

坐标系的原点为平动速度基点ꎬ可推导出第 ２类形式的运

动 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵ꎮ
３)用角速度矢量描述动平台的转动速度ꎬ并选取动

平台上与静坐标系原点重合的点为平动速度基点ꎬ可推导

出第 ３类形式的运动 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵ꎮ
４)所推导出的 ３ 类形式运动 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵的前 ３ 列

元素完全相同ꎮ
５)根据角速度加法公式以及线速度基点法ꎬ可建立 ３

类形式运动 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵之间的映射ꎬ它们均呈现线性变

换的关系ꎮ 数值算例验证了上述映射矩阵的正确性ꎮ
６)根据矩阵行列式的乘法定理和分块矩阵的运算规

则ꎬ可推导出 ３ 类形式 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵行列式之间的关系ꎮ
在不考虑欧拉角奇异点的前提下ꎬ它们所对应的机构奇异

位形是完全一致的ꎮ
７)上述结论为并联机构的型综合、型优化提供了理

论指导ꎮ 下一步工作是推导 ３ 类形式 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵的特

征值、奇异值、条件数之间的关系ꎬ以建立并完善 ６自由度

并联机构的动力学性能指标ꎮ
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图 ９　 ＰＩＤ自适应减震系统的频域曲线

通过频域分析发现两种系统在减震开始阶段都出现

了较大的振幅ꎮ 随着时间的推移ꎬ一般减震系统逐渐进入

稳定工作状态ꎬ这时图 ８中 Ａ 处的振动虽然减弱ꎬ但依然

较为明显ꎮ 而这时ꎬ在相同时间与外部振动载荷的作用

下ꎬＰＩＤ 自适应减震系统也进入了稳定工作状态ꎬ这时将

图 ９中 Ｂ 处的振动状态与图 ８ 中 Ａ 处相比较ꎬ发现振动

明显进一步减弱ꎮ 通过分析证明ꎬＰＩＤ 自适应控制系统提

高了车辆悬架减震系统的减震效果与稳定性ꎮ

５　 结语

本文首先分析了车辆悬架的结构与工作原理ꎬ并建立

了对应的车辆悬架减震系统的数学模型与仿真实验模型ꎮ
通过分析与仿真发现传统的控制方式ꎬ当外部负载连续无

规律变化时ꎬ车辆悬架减震系统的响应速度较低ꎬ影响了

车辆悬架的使用性能和减震效果ꎮ 其次ꎬ针对这一问题ꎬ
文中以传感器、ＰＩＤ控制环节为核心设计了一种具有反馈

环节的自适应控制系统ꎬ通过 ＰＩＤ 反馈环节的控制提高

减震系统响应速度ꎬ进而达到提高减震效果与稳定性的目

的ꎮ 最后ꎬ以 ＡＭＥＳｉｍ为手段搭建了 ＰＩＤ自适应控制系统

的仿真模型ꎬ并进行了仿真实验ꎮ 通过实验结果的对比分

析ꎬ表明 ＰＩＤ 控制系统提高减震系统的响应速度ꎬ保持了

车辆悬架减震系统所需阻尼力ꎬ提高了车辆悬架减震系统

运行的可靠性ꎬ同时增强了设备的适用性ꎮ 因此本设计具

有一定的应用价值ꎮ
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