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摘　 要:针对传统 ＮＵＲＢＳ曲线插补 ７段 Ｓ 型加减速模型存在较大柔性冲击的问题ꎬ设计一种

柔性冲击较小的四次多项式加减速模型ꎬ将其与传统 ７段 Ｓ型进行组合ꎬ并引入系数 ｋ 来调整

两者各自占比ꎬ达到加工效率与柔性冲击均衡的目的ꎮ 仿真结果表明:该算法能在满足加工效

率的条件下减少速度波动ꎬ且加工精度较传统 ７段 Ｓ型有所提高ꎮ
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０　 引言

常见的速度规划模型有 Ｓ型、多项式型、三角函数型、
指数型等ꎮ 从 Ｓ型加减速模型的速度表达式看ꎬ它本质上

也是一种多项式型加减速模型ꎮ 三角函数型虽然平滑且

无限可微ꎬ但是求导积分过程复杂ꎻ指数型平滑性较好ꎬ但
是加减速的起点和终点存在速度突变ꎬ且计算也较复杂ꎮ
因此ꎬ对 Ｓ型和多项式型研究更为深入[１－９] ꎮ

传统 ７段 Ｓ型加减速模型加加速度一直保持最大值ꎬ
因此加工效率高ꎮ 但其加加速度存在突变ꎬ产生较大惯性

力ꎬ因此会对机床产生较大的柔性冲击ꎮ 本文设计一种速

度表达式是四次多项式的加减速模型ꎬ其柔性冲击较小ꎬ但
加工效率偏低ꎮ 通过引入系数 ｋ 将其与传统 ７段 Ｓ型加减

速模型组合产生一种兼顾柔性冲击和加工效率的加减速模

型ꎬ系数 ｋ 可以调整 Ｓ型和四次多项式型加工过程中所占

比列ꎬ以达到协调柔性冲击和加工效率的目的ꎮ

１　 速度规划预处理

１.１　 自适应速度规划

为保证加工质量ꎬＮＵＲＢＳ 曲线上任一点的速度应该

满足最大弓高误差 ｅｍａｘ、最大进给速度 Ｖｍａｘ、最大法向加速

度 ＡＮｍａｘ、最大加加速度 Ｊｍａｘ的约束ꎬ并将此速度作为后续

速度规划的上限[１０－１１] ꎮ
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Ｔ ꎬＶｍａｘꎬ ＡＮｍａｘρｉ ꎬ Ｊｍａｘρ２ｉ{ } (１)

１.２　 基于速度敏感点的 ＮＵＲＢＳ 曲线分段

由式(１)知ꎬ曲率极大值点的速度应减小ꎮ 速度敏感

点是曲率极大值点ꎬ但并不是所有的曲率极大值点都是速

度敏感点ꎬ只有满足式(２)的曲率极大值点才称为速度敏

感点[１２] ꎮ 以速度敏感点为界将 ＮＵＲＢＳ 曲线分段进行速

度规划[１３] ꎬ其中曲率 ｋ(ｕｉ)与曲率半径 ρｉ 成反比ꎮ
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２　 Ｓ 加减速模型的改进与速度规划

２.１　 四次多项式型加减速模型设计

首先ꎬ设计一种四次多项式型加减速模型ꎬ如图 １
所示ꎮ
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图 １　 四次多项式型加减速模型

　 　 该加减速模型的加加速度二阶可导ꎬ因此可以极大地

减小柔性冲击ꎮ
下面给出该模型加减速公式的推导ꎮ
以加速段为例ꎬ减速段可视为反向加速ꎮ 加加速度曲线是

关于时间的二次抛物线函数ꎬ在加速段加加速度的积分为 ０ꎮ
为简化表达式ꎬ令 ｔ０ ＝ ０ꎬＴｉ１ ＝ ｔｉ１－ｔｉ－１ꎮ 根据 ａｍａｘ可知:

Ｔ１１ ＝ Ｔ１２ ＝ Ｔ３１ ＝ Ｔ３２ ＝ ３ａｍａｘ / ４Ｊｍａｘꎮ 进一步可得到以下加加

速度方程:
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为了避免重复ꎬ加速度和速度方程在后面与传统 ７段
Ｓ型结合时一起给出ꎮ

２.２　 四次多项式模型与 Ｓ 型模型结合

只要加加速度达到最值后能以该值持续一段时间ꎬ则
可以提高上述四次多项式模型的加工效率ꎮ 因此本文在

四次模型的基础上融入 ７段 Ｓ型模型ꎬ得到一种兼顾柔性

冲击和加工效率的新速度模型ꎬ如图 ２所示ꎮ
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图 ２　 多项式型和 Ｓ型组合加减速模型

令 ｋｉ ＝Ｔｉ１ / ＴｉꎬＴｉ１ ＝ ｔｉ１ － ｔｉ－１ꎬＴｉ ＝ Ｔｉ１ ＋Ｔｉ２ ＋Ｔｉ３ꎬ其中 ｋｉ∈
[０ꎬ０.５]ꎮ 加加速度曲线在原来二次抛物线的基础上增加

了最值的水平线ꎬ其余保持不变ꎮ 因此ꎬＴ１２ ＝ Ｔ３２ꎬＴ１１ ＝
Ｔ１３ ＝Ｔ３１ ＝Ｔ３３ꎮ 由对称性可得ꎬｋ１ ＝ ｋ３ꎬｋ５ ＝ ｋ７ꎮ 为了减少计

算量ꎬ假设 ｋ１ ＝ ｋ３ ＝ ｋ５ ＝ ｋ７ ＝ ｋꎮ 根据 ｋｉ 可将 Ｔｉ１、Ｔｉ２、Ｔｉ３合并

为一个 Ｔｉ 来处理ꎬ图 ２中细分的 １５段就可以转化为 ７ 段

来处理ꎮ 以加速段为例ꎬ减速段可视为反向加速ꎮ 为简化

表达式ꎬ令 ｔ０ ＝ ０ꎬ加加速度方程如式(４)所示ꎮ 对加加速

度方程积分并代入边界条件可得加速度方程ꎬ同理可由加

速度方程推出速度方程ꎮ 加速度和速度方程每段时间分

组同加加速度方程ꎬ为了避免冗余ꎬ式(５)和式(６)每段方

程的时间取值范围省略ꎮ
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Ｔ２３１ꎬ式(５)和式(６)中的

未知量如表 １和表 ２所示ꎮ

表 １　 加速度方程中的未知量

变量名 数值

ａ１１
２
３
ＪｍａｘＴ１１

ａ１２ ａ１１＋ＪｍａｘＴ１２

ａ２ ａ１２＋
２
３
ＪｍａｘＴ１３

ａ３１ ａ２－
２
３
ＪｍａｘＴ３１

ａ３２ ａ３１－ＪｍａｘＴ３２

表 ２　 速度方程中的未知量

变量名 数值

ｖ１１ ｖｓ＋ＪｍａｘＴ２１１ / ４

ｖ１２ ｖ１１＋ＪｍａｘＴ２１２ / ２＋ａ１１Ｔ１２
ｖ１３ ｖ１２＋５ＪｍａｘＴ２１３ / １２＋ａ１２Ｔ１３
ｖ２ ｖ１３＋ａ２Ｔ２

ｖ３１ ｖ２－ＪｍａｘＴ２３１ / ４＋ａ２Ｔ３１
ｖ３２ ｖ３１－ＪｍａｘＴ２３２ / ２＋ａ３１Ｔ３２

　 　 以加速段为例ꎬ该模型存在匀加速段的条件为
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ꎮ 当存在匀加速段时ꎬ该模型加速

前后速度和位移的变化如下:

ΔＶ＋ ＝
Ａ２ｍａｘ

(１－２ｋ / ３)Ｊｍａｘ
＋ＡｍａｘＴ２ (７)

ΔＳ＋ ＝
ｖｍａｘ＋ｖｓ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｖｍａｘ－ｖｓ
Ａｍａｘ

＋
Ａｍａｘ

(１－２ｋ / ３)Ｊｍａｘ
é

ë
êê

ù

û
úú (８)

式中 Ｔ２ ＝
ｖｍａｘ－ｖｓ
Ａｍａｘ

－
Ａｍａｘ

(１－２ｋ / ３)Ｊｍａｘ
ꎮ

当 ｖｍａｘ－ｖｓ≤
Ａ２ｍａｘ

(１－２ｋ / ３)Ｊｍａｘ
ꎬ该模型不存在匀加速段ꎮ

此时ꎬ该模型加速前后速度和位移的变化如下:

ΔＶ＋ ＝
ａ２＋ｍａｘ

(１－２ｋ / ３)Ｊｍａｘ
(９)

ΔＳ＋ ＝(ｖｍａｘ＋ｖｓ)
ｖｍａｘ－ｖｓ

(１－２ｋ / ３)Ｊｍａｘ
(１０)

式中 ａ＋ｍａｘ ＝ (ｖｍａｘ－ｖｓ)(１－２ｋ / ３)Ｊｍａｘ ꎮ
同理将 ｖｓ 替换为 ｖｅꎬＴ２ 替换为 Ｔ５ꎬＴ１ 替换为 Ｔ４ 可以

得到减速段的速度变化 ΔＶ－和位移变化 ΔＳ－ꎮ

２.３　 速度规划

基于预处理的结果ꎬＮＵＲＢＳ 曲线被速度敏感点分成

许多曲线段ꎮ 每一小段曲线的加减速类型分为如下 ４种:
纯加速、纯减速、加速减速、加速匀速减速ꎮ

１)加减速状态判断:根据加减速的位移变化ꎬ求得每

段曲线加减速状态的判断依据如表 ３ 所示ꎮ 由于本文提

出的组合模型考虑了匀加速段和匀减速段ꎬ所以需要先用

上文的判断式进行判断ꎮ 为书写简便ꎬ表 ３用 ΔＳ＋代表加

速段位移ꎬ用 ΔＳ－代表减速段位移ꎮ

表 ３　 ４种加减速状态类型的判断依据

加减速状态类型 判断依据

纯加速型 ｖｓ<ｖｅ 且 Ｌ≤ΔＳ＋
纯减速型 ｖｓ>ｖｅ 且 Ｌ≤ΔＳ－

加速减速型 Ｌ≤ΔＳ＋＋ΔＳ－
加速匀速减速型 Ｌ>ΔＳ＋＋ΔＳ－

　 　 ２)速度修正:根据曲线段不同加减速状态类型对速

度进行修正ꎮ
ａ)纯加速型或纯减速型:若为纯加速型ꎬ需要修正 ｖｅꎻ

若为纯减速型ꎬ需要修正 ｖｓꎮ
以纯加速为例ꎬ利用 ｖｓ 和 Ｌ 可以反求 ｖｅꎬ分为以下两

种情况:
①存在匀加速时ꎬ将位移公式化简为:

ｖ２ｅ ＋
Ａ２ｍａｘｖｅ

(１－２ｋ / ３)Ｊｍａｘ
＋ｃ＝ ０

ｃ＝
Ａ２ｍａｘｖｓ

(１－２ｋ / ３)Ｊｍａｘ
－ｖ２ｓ －２ＡｍａｘＬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１１)

令:ａ＝ １ꎻｂ＝
Ａ２ｍａｘ

(１－２ｋ / ３)Ｊｍａｘ
ꎮ

可得修正的 ｖｅ:

ｖｅ ＝(－ｂ＋ ｂ２－４ａｃ ) / ２ａ (１２)
②不存在匀加速时ꎬ将位移公式化简为

( ｖｅ－ｖｓ )
３＋２ｖｓ ｖｅ－ｖｓ －Ｌ (１－２ｋ / ３)Ｊｍａｘ ＝ ０ (１３)
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令:ｐ＝ ２ｖｓꎻｑ＝ －Ｌ (１－２ｋ / ３)Ｊｍａｘ ꎬ
根据 Ｃａｒｄａｎ公式[１４]可得

ｖｅ ＝
３

－ ｑ
２
＋ ｑ

２( )
２

＋ ｐ
３( )

３

＋
３

－ ｑ
２
－ ｑ

２( )
２

＋ ｐ
３( )

３æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ｖｓ

(１４)
由于速度不能突变ꎬ修正了本段的 ｖｅ 需更改下一段

曲线的 ｖｓꎮ 同理ꎬ纯减速修正本段的 ｖｓ 需更改上一段曲

线的 ｖｅꎮ 上一段的 ｖｅ 被修改了ꎬ所以还要回溯到上一段

曲线重新规划ꎮ
ｂ)加速减速型:由于加速减速距离受到曲线段长度

的限制ꎬ最大速度达不到自适应预处理的 ｖｍａｘꎮ 修正的

ｖ′ｍａｘ在[ｍａｘ{ｖｓꎬｖｅ}ꎬｖｍａｘ]内通过二分迭代进行求解ꎮ
ｃ)加速匀速减速型:因为存在匀速段ꎬ所以可以达到

自适应速度规划中的最大速度 ｖｍａｘꎬ匀速段时间为

Ｔ４ ＝
Ｌ－ΔＳ＋－ΔＳ－

ｖｍａｘ
(１５)

总体速度规划流程图如图 ３所示ꎮ
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图 ３　 速度规划流程图

２.４　 ｋ 的取值依据与作用

ｋ 值的数学意义是四次多项式模型在组合模型中所

占的比列ꎮ ｋ 值越大ꎬ速度和加速度曲线越平滑ꎬ加工效

率越低ꎻｋ 值越小ꎬ速度和加速度曲线波动越大ꎬ加工效率

越高ꎮ 当 ｋ ＝ ０ꎬ组合模型就是传统的 ７ 段式 Ｓ 型ꎻ当 ｋ ＝
０.５ꎬ组合模型就是四次多项式模型ꎮ 经反复试验ꎬｋ 不能

取值过小ꎮ 因为 ｋ 过小ꎬ会导致组合模型中的加加速度曲

线从 ０加到 Ｊｍａｘ的时间过小ꎬ二次抛物线部分接近竖直

线ꎬ斜率过大ꎬ对减少柔性冲击的效果不显著ꎮ 所以考虑

运动的平滑性ꎬ建议 ｋ 值不小于 ０.３ꎮ
ｋ 起到比例控制作用ꎬ让四次多项式部分与传统 Ｓ 型

部分始终共存ꎬ保证了加加速度的连续性ꎬ减少了柔性冲

击ꎬ而且加加速度能够达到最大值并持续一段时间ꎬ保证

了加工的效率ꎮ 此外ꎬ系数 ｋ 的引入增加了进给速度控制

的灵活性ꎮ

２.５　 仿真与实验

为了验证上述 ＮＵＲＢＳ 曲线加减速算法的有效性ꎬ选
取图 ４中一个二维三叉戟型 ＮＵＲＢＳ 曲线进行仿真ꎬ其曲

率曲线如图 ５所示ꎮ 该 ＮＵＲＢＳ曲线参数如表 ４所示ꎮ 其

中插补周期为 １ｍｓꎬ最大速度 ２４０ｍｍ / ｓꎬ最大法向加速度

４ ９００ｍｍ / ｓ２ꎬ最大加加速度 ４８ ０００ｍｍ / ｓ３ꎬ最大弓高误差

０.００１ ｍｍꎬ最大速度波动率 ０.００１ꎮ
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图 ４　 三叉戟型

ＮＵＲＢＳ曲线

　
� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ����

�

��

��

��

��

�
(
�N
N
��

��

图 ５　 三叉戟型 ＮＵＲＢＳ
曲线曲率

表 ４　 三叉戟 ＮＵＲＢＳ曲线参数

参数 数值

控制点 ｄ / ｍｍ (１０ꎬ０)ꎬ(１５ꎬ１０)ꎬ(２０ꎬ３０)ꎬ(１２ꎬ８)ꎬ(１０ꎬ３０)ꎬ
(８ꎬ８)ꎬ(０ꎬ３０)ꎬ(５ꎬ１０)ꎬ(１０ꎬ０)

节点矢量 Ｕ (０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０.１５ꎬ０.３４ꎬ０.５１ꎬ０.６８ꎬ０.８５ꎬ
１.００ꎬ１.００ꎬ１.００ꎬ１.００)

权因子 ω (１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１)

　 　 对该曲线进行仿真加工得到参数 ｋ 与加工时间 ｔ 的关系

如图 ６所示ꎮ 从图 ６可看出ꎬ系数 ｋ 越大加工时间越长ꎬ但是

柔性冲击减小ꎮ 因此本文取 ｋ＝ ０.３这个中间值得到的模型

和传统 ７段 Ｓ型模型进行仿真比较ꎬ结果如图 ７所示ꎮ
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图 ６　 加工时间 ｔ 与系数 ｋ 关系
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从仿真图对比可以明显看出ꎬ相比总以最大加加速度

值进行加减速且柔性冲击大的 Ｓ型加减速ꎬ本文加减速算

法实现了加加速度连续且平滑ꎬ加速度曲线更加平滑ꎬ在
满足最大加加速度、加速度、进给速度等限制的同时ꎬ本文

算法加速度最大值更小ꎬ柔性冲击更小ꎮ 从时间上看ꎬ７
段 Ｓ型加减速用时 ０.９５６ ３ ｓꎬ本文算法在 ｋ ＝ ０.３ 时用时

１.０１３ ６ ｓꎬ相比 ７ 段 Ｓ 型加减速增加了 ５.９９％的时间ꎬ属
于可以接受的以少量加工时间换取更好的加工柔性ꎮ

除了加工效率ꎬ加工精度也是评价速度规划算法好坏

的重要指标ꎮ 由于实际 ＮＵＲＢＳ曲线插补时是以微小直线

段代替曲线ꎬ所以存在弓高误差ꎮ 此外ꎬ由于速度规划的

速度只能作为理想的速度进行插补点参数预估ꎬ使得理想

步长与实际步长存在偏差ꎬ用速度波动率来表示ꎮ 因此本

文采用文献[１５]里的插补算法ꎬ对速度波动和弓高误差

这两个精度指标进行插补实验比较ꎮ 此外统计本文速度

规划算法和传统 ７ 段 Ｓ 型速度规划算法单次插补计算

时间ꎮ
通常在加工曲线的拐角处ꎬ电机会换向ꎬ引起柔性冲

击ꎬ造成拐角附近的加工误差偏大ꎬ也会引起实际步长与

理想步长相差较大ꎬ即速度波动率变大ꎮ 由图 ８ 可知ꎬ本
文算法的弓高误差与传统 ７ 段 Ｓ 型算法变化趋势相似但

处处小于传统 ７段 Ｓ型算法ꎬ特别是在曲线曲率极大值点

附近减小了弓高误差ꎮ 由图 ９可知ꎬＳ型算法的速度波动

率在曲线曲率极大值点附近超过了上限值 ０.００１ꎬ本文算

法速度波动率的幅值明显小于传统 ７段 Ｓ型算法ꎬ且波动

次数减少ꎬ幅值也没有超出速度波动率的上限值ꎮ 由

图 １０可知ꎬ两种速度规划算法单次插补计算时间都没有

超过插补周期 １ｍｓꎬ满足插补实时性要求ꎮ 由于都是采用

文献[１５]里的插补算法ꎬ所以插补计算效率上相差不大ꎮ
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图 ８　 弓高误差图
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图 ９　 速度波动率
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图 １０　 插补算法计算时间

　 　 将相关参数进行统计处理得表 ５ꎬ通过对比可知本文

算法在加工精度上要明显优于传统 ７段 Ｓ型算法ꎮ

表 ５　 弓高误差和速度波动率统计表

项目 ７段 Ｓ型算法 本文算法

平均弓高误差 / ｍｍ ４.２７２ ３×１０－５ ３.７８４ ９×１０－５

最大弓高误差 / ｍｍ １.３８３ ４×１０－４ １.３８１ ９×１０－４

平均速度波动率 ３.５４１ ９×１０－５ ８.２６４ ２×１０－６

最大速度波动率 ６.８００ ０×１０－３ ９.３８３ １×１０－４

平均插补计算时间 / ｍｓ ３.９９０ ０×１０－２ ４.２４２ ０×１０－２

　 　 总体上看ꎬ本文速度规划算法能在加工中全程保持加

加速度连续且平滑ꎮ 相比于传统 ７段 Ｓ型加减速ꎬ本文速

度规划算法速度波动更小ꎬ减少了柔性冲击ꎬ提高了加工

精度ꎮ

３　 结语

本文为解决传统 ７段 Ｓ型柔性冲击大的问题ꎬ设计了

一种加加速度曲线为二次抛物线形式的四次多项式型加

减速模型ꎮ 为了兼顾加工效率ꎬ将四次多项式型加减速模

型与传统 ７段 Ｓ型加减速模型组合ꎬ并引入系数 ｋ 来调整

两种模型的占比ꎬ达到加工效率与柔性冲击兼顾的目的ꎬ
提高了进给速度控制的灵活性ꎬ并通过仿真验证了本文算

法相比于 Ｓ型算法能够有效地减少速度波动ꎬ减少机床运

行时的柔性冲击ꎬ提高加工精度ꎬ也满足插补实时性要求ꎮ
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机械制造 彭乾坤ꎬ等机身蒙皮划窝对结构细节疲劳额定值的影响

　 　 将理论结果与试验结果进行对比ꎬ从表 ８可以发现最

大相对偏差为 ４.２４％ꎬ平均相对偏差为 ２.１０％ꎬ这个结果

可以接受ꎬ验证了理论计算方法的可靠性ꎬ为双剪搭接结

构 ＤＦＲ值测定提供了参考ꎮ

３.４　 带板厚度对两种连接方式疲劳性能影响

根据上述理论与试验数据对比ꎬ可以得知有限元结合

理论方法误差小ꎬ所以计算其他板厚下结构 ＤＦＲ值ꎬ进而

研究板厚对两种连接方式疲劳性能的影响ꎮ
计算得到了以下 ５个厚度下两种连接方式结构 ＤＦＲ

值ꎬ如表 ９所示ꎮ

表 ９　 不同带板厚度 ＤＦＲ值

带板厚度 / ｍｍ 平头结构 ＤＦＲ / ＭＰａ 沉头结构 ＤＦＲ / ＭＰａ

１.２ １３５.４７ ８８.０３

１.５ １２７.６２ ９４.６９

１.８ １２０.４３ ９５.６５

２.０ １１６.５３ ９５.２０

２.５ １０８.０５ ９２.７７

　 　 从表 ９中可以得出ꎬ对于平头结构ꎬ带板厚度增加ꎬ结
构 ＤＦＲ值有所下降ꎻ对于沉头结构ꎬ在带板厚度和埋头深

度与带板厚度比值同时作用下ꎬ沉头结构 ＤＦＲ 值在 １.５ ~
２.０ ｍｍ 板厚下相对较大ꎬ带板厚度太大或太小均会降低

结构 ＤＦＲ值ꎮ 此数据为进一步工作提供了参考依据ꎮ

４　 结语

１)针对机身蒙皮双剪搭接结构ꎬ分别进行了不同厚

度下连接方式的疲劳试验ꎬ可以得知ꎬ沉头导致结构 ＤＦＲ
值降低了约 ２２％ꎮ

２)针对机身蒙皮双剪搭接结构ꎬ分别采用试验测定和

理论计算两种方法确定结构 ＤＦＲ 值ꎬ两种方法测定 ＤＦＲ
值结果平均误差为 ２.１０％ꎬ误差较小ꎬ验证了理论计算的可

靠性ꎬ为蒙皮双剪搭接结构 ＤＦＲ测定提供了参考依据ꎮ

３)带板厚度增加ꎬ平头结构 ＤＦＲ值逐渐下降ꎻ对于沉

头结构ꎬ带板厚度在 １.５~２.０ ｍｍ 时ꎬ ＤＦＲ值较大ꎬ带板厚

度太大或太小均会降低结构 ＤＦＲ值ꎮ
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