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仿真计算的精度和时间ꎬ基于弹塑性理论建立橡胶元件动态模型ꎮ 分别用摩擦力和黏滞力表征橡胶的振幅相关性和频

率相关性ꎻ计算分析简谐激励下橡胶元件的等效刚度和阻尼ꎻ将橡胶元件模型结合车辆－轨道耦合动力学模型ꎬ分析车
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激扰幅值的增大而增大ꎻ黏滞力提供的等效刚度和阻尼都随激扰频率的增大而增大ꎻ橡胶元件在车辆曲线通过的不同

阶段可反映不同的动态特性ꎮ
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０　 引言

随着铁道车辆运营里程的增加ꎬ新车及新修

线路暴露出的运营维护问题愈发显著ꎮ 作为一种

常见的外部激励ꎬ轮轨表面磨耗造成的短波不平

顺将极大地加剧轮轨间的相互作用与振动[１－３]ꎮ
在这种恶劣的运行环境下ꎬ若转向架上的悬挂元

件不能很好地将轮轨间的高频振动与构架和车体

隔离ꎬ将导致车辆发生高频颤振ꎬ最终加剧车辆各

结构部件的疲劳破坏并严重威胁其使用寿命[４]ꎮ
因此ꎬ为深入研究悬挂元件在高频激励下的动态

特性ꎬ亟需建立更符合实际的力学模型ꎮ

作为铁道车辆上常见的悬挂连接部件ꎬ国内

外众多学者对橡胶元件的动态力学特性及建模方

法进行了大量研究ꎮ 早期ꎬＫｅｌｖｉｎ－Ｖｏｉｇｔ 模型常被

用于表征橡胶的频率依赖性ꎬ但其在高频域会高

估橡胶元件的刚度和阻尼[５－６]ꎮ ＢＥＲＧ[７－８]基于弹

塑性叠加原理将橡胶衬套非线性特征中的应力－
位移关系进行分解ꎬ分别使用弹簧－阻尼单元表征

橡胶的黏弹性特征ꎬ摩擦单元表征橡胶弹塑性特

征ꎬ弹簧单元表征弹性特性ꎮ ＳＪÖＢＥＲＧ 等[９] 使用

分数导数模型替换 Ｂｅｒｇ 模型中的 Ｍａｘｗｅｌｌ 模型ꎬ
该模型能更好地预测橡胶材料动态特性的振幅相

关性与频率相关性ꎮ 吴杰等[１０] 采用黏弹性分数
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导数模型建立了单自由度橡胶隔振器模型ꎬ分析

了其动态特性ꎮ ＳＨＩ 等[１１] 通过最小二乘法拟合

实验数据ꎬ获取了铁道车辆上橡胶元件的物理参

数ꎮ ＷＥＩ 等[１２]通过实验测得了不同温度下轨下

垫层的物理参数ꎬ研究了其动态特性对于车辆－轨
道系统垂向振动的影响ꎮ

本文基于弹塑性理论建立了机车车辆橡胶元

件动态仿真模型ꎬ分析了谐波激扰的振幅和频率

对橡胶力学特性的影响并将该模型与车辆－轨道

耦合动力学模型结合ꎬ仿真计算了车辆惰行通过

曲线时一系橡胶节点力的动态特性ꎮ

１　 橡胶元件动态建模与求解

１.１　 橡胶元件动态建模方法

基于弹塑性理论ꎬ本文建立的橡胶元件动态

仿真力学模型如图 １ 所示ꎮ 该模型将橡胶元件总

力 Ｆｒ分解为弹性力 Ｆｅ、摩擦力 Ｆ ｆ和黏滞力 Ｆｖ ３ 个

力叠加:
Ｆｒ ＝Ｆｅ＋Ｆ ｆ＋Ｆｖ (１)

首先引入线性弹簧来表征橡胶元件的静态

特性:
Ｆｅ ＝ ｋｘ (２)

式中:ｘ ＝ ｘ１－ｘ２为橡胶变形量ꎻｋ 为橡胶材料提供

的静态刚度ꎮ
其次引入摩擦力来体现激扰幅值对橡胶动态

特性的影响:

Ｆ ｆ ＝

Ｆ ｆｓꎬ ｘ＝ ｘｓ

Ｆ ｆｓ＋
ｘ－ｘｓ

ｘ２(１－ｕ)＋(ｘ－ｘｓ)
(Ｆ ｆｍａｘ－Ｆ ｆｓ)ꎬ ｘ>ｘｓ

Ｆ ｆｓ＋
ｘ－ｘｓ

ｘ２(１＋ｕ)－(ｘ－ｘｓ)
(Ｆ ｆｍａｘ＋Ｆ ｆｓ)ꎬ ｘ<ｘｓ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(３)
式中:ｕ ＝ Ｆ ｆｓ / Ｆ ｆｍａｘꎻＦ ｆｍａｘ为橡胶材料内部提供的最

大摩擦力ꎻｘ２为其达到最大摩擦力一半 Ｆｆｍａｘ / ２ 时所

需的位移ꎻ(ｘｓꎬＦｆｓ)为橡胶元件迟滞回线中每条一

分叉线的起始点ꎬ初始时(ｘｓꎬＦｆｓ)＝ (０ꎬ０)ꎬ之后随

振动过程不断更新ꎮ
最后引入分数阶微分黏弹性力来体现激扰频

率对橡胶元件动态特性的影响:

Ｆｖ ＝ ｂ
ｄαｘ
ｄｔα

(４)

式中:ｂ 为橡胶材料的阻尼系数ꎻα 定义为分数阶

微分的阶数ꎬ且 ０ < α < １ꎮ
根据 Ｇｒüｎｗａｌｄ 定义[１３]ꎬ式(４)中的分数阶微

分可由式(５)和式(６)进行计算:
ｄαｘ
ｄｔα

≈ (Δｔ) －α ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ａｉ ＋１( ｔ － ｉΔｔ) (５)

Ａｉ＋１ ＝
Γ( ｉ－α)

Γ(－α)Γ( ｉ＋１)
＝
( ｉ－α－１)Ａｉ

ｉ
Ａ１ ＝ １

ì

î

í

ïï

ïï

(６)

式中:Δｔ 为积分步长ꎻＮ 为截断阶数ꎬГ(􀅰)为伽

马函数ꎮ
为充分体现模型的可靠性与真实性ꎬ本文采

用文献[１１] 测得的橡胶元件物理参数进行动态

仿真(图 １)ꎬ具体如下:刚度 ｋｅ为 ３.９９８ ＭＮ / ｍꎬ最
大摩擦力 Ｆ ｆｍａｘ 为 ４６４ ｋＮꎬ摩擦力位移 ｘ２ 为 １３３
ｍｍꎬ阻尼 ｂ 为 ０.５１６(ｋＮ∙ｓ) / ｍｍꎬ分数导数的阶

数 α 取 ０.２５１ꎮ 此外ꎬ为兼顾计算精度与速度ꎬ分
数阶微分截断阶数 Ｎ 取 ２００ꎮ

b

α 

keFfmax

x2

x1

x2

图 １　 橡胶元件动态仿真力学模型

１.２　 动态响应求解方法

在橡胶元件模型一端引入一质量块后ꎬ整个

系统即成为一个单自由度的动力学系统ꎮ 本文采

用文献[１３] 提出的新型显式积分方法求解其动

态响应ꎮ 该方法的积分格式如式(７)所示ꎮ

Ｘｎ ＝Ｘｎ－１＋Ｘ
􀅰

ｎΔｔ＋(０.５＋Ψ)Ｘ
􀅰􀅰

ｎ－１Δｔ２－Ψ Ｘ
􀅰􀅰

ｎ－２Δｔ２

Ｘ
􀅰

ｎ ＝Ｘ
􀅰

ｎ－１＋(１＋Ψ)Ｘ
􀅰􀅰

ｎ－１Δｔ－φ Ｘ
􀅰􀅰

ｎ－２Δｔ
{

(７)

式中:Ｘ、Ｘ
􀅰
和Ｘ

􀅰􀅰
分别代表位移、速度和加速度ꎻΔｔ

代表积分步长ꎬ本文取 １.０×１０－５ ｓꎻφ 和 Ψ 为与数值

耗散和数值稳定性有关的量ꎬ本文取 φ ＝ Ψ ＝ ０.５ꎮ

２　 橡胶元件动态特性分析

２.１　 摩擦力特性

摩擦力的引入可以反映橡胶元件对于外界激

励幅值变化的敏感性ꎮ 由式(３)可知ꎬ摩擦力 Ｆ ｆ

的值取决于 ｘ、ｘ２和 Ｆ ｆｍａｘ ３ 个量ꎬ而 ｘ２和 Ｆ ｆｍａｘ这两

个值为橡胶自身的物理参数ꎬ故摩擦力的大小仅

与橡胶总的变形量 ｘ 有关ꎮ
为研究 １.１ 节中摩擦力的力学特性ꎬ在摩擦
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力单元一端施加正弦位移激扰 ｘ ＝ ｘ０ ｓｉｎωｔꎬ绘制不

同激扰倍数(分别为 ｘ０ ＝ ２ｘ２和 ｘ０ ＝ ５ｘ２)下的摩擦

力－位移特性曲线ꎬ如图 ２ 所示ꎮ 可以看出ꎬ从平

衡位置(ｘｓ１ꎬＦ ｆｓ１)＝ (０ꎬ０)位置出发后ꎬ摩擦力及位

移会沿正向迅速达到最大值ꎬ该处即为分叉点

(ｘｓ２ꎬＦ ｆｓ２)ꎮ 接着向反方向移动ꎬ达到负向最大

值ꎬ此处即为分叉点(ｘｓ３ꎬＦ ｆｓ３)ꎮ 最后又向正向移

动ꎬ达到位移为 ０ 的位置ꎬ此处即为分叉点( ｘｓ４ꎬ
Ｆ ｆｓ４)ꎮ 从第 ２ 圈开始ꎬ整个循环过程呈稳定且封

闭的环状ꎮ
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图 ２　 摩擦力－位移曲线

此外ꎬ定义等效刚度为力－位移曲线的斜率ꎬ
即式(８)所示ꎮ

Ｋ＝
Ｆｍａｘ－Ｆｍｉｎ

ｘｍａｘ－ｘｍｉｎ
(８)

从图 ２ 中还能发现ꎬ ２ 倍激扰大于 ５ 倍激扰

下的等效刚度ꎬ这说明橡胶元件中的摩擦力元可

以体现橡胶的刚度对于外界激扰幅值的依赖性ꎮ
对于谐波激励ꎬ准静态力幅值 Ｆ ｆ０和每一圈的

能量损失 Ｅ ｆ可以由以下公式计算[８]:

Ｆ ｆ０ ＝
Ｆ ｆｍａｘ

２ｘ２
ｘ２
２＋ｘ２

０＋６ｘ２ｘ０ －ｘ２－ｘ０ (９)

Ｅ ｆ ＝ ２Ｆ ｆｍａｘ ２ｘ０－ｘ２(１＋ｕ０) ２ ｌｎ
ｘ２(１＋ｕ０)＋２ｘ０

ｘ２(１＋ｕ０)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(１０)

Ｋ ｆ ＝
Ｆ ｆ０

ｘ０
(１１)

Ｄｆ ＝
Ｅ ｆ

Ｆ ｆ０ｘ０
(１２)

式中 ｕ０ ＝ Ｆ ｆ０ / Ｆ ｆｍａｘꎮ
通过改变幅值 ｘ０ꎬ可得到不同激扰幅值下的

刚度、阻尼特性曲线ꎬ如图 ３ 所示ꎮ 可以看出ꎬ其
刚度随激扰幅值的增大而减小ꎬ当 ｘ０趋向于 ０ 时ꎬ
刚度值趋向于 Ｆ ｆｍａｘ / ｘ２ꎻ当 ｘ０趋向于无穷时ꎬ刚度

值趋向于 ０ꎮ 此外ꎬ图 ３ 中的阻尼为一无量纲的

量ꎬ其值随激扰幅值的增大而增大ꎬ当 ｘ０趋向于 ０
时ꎬ阻尼值趋向于 ０ꎮ
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图 ３　 不同激扰幅值下的刚度和阻尼特性曲线

２.２　 黏滞力特性

与 ２.１ 节类似ꎬ为研究黏滞力的动态变化特

性ꎬ在黏滞力单元一端施加正弦位移激扰 ｘ ＝
ｘ０ｓｉｎ(２πｆｔ)ꎬ则不同激扰频率 ｆ 下的黏滞力－位移

曲线如图 ４ 所示ꎮ
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图 ４　 黏滞力－位移曲线

由图 ４ 可以发现ꎬ黏滞力的动态特性曲线与

摩擦力相似ꎬ同样在一圈之后会进入稳定状态ꎮ
此外ꎬ当激振频率为 ５００ Ｈｚ 时ꎬ其黏滞力－位移曲

线的斜率比 １０ Ｈｚ 时更大ꎬ说明 ５００ Ｈｚ 时的动态

刚度值更大ꎮ 其等效刚度同样可由式(８)进行计

算ꎬ而阻尼的定义如式(１２)所示ꎮ

Ｅ ＝ ∮
ｘ
Ｆｄｘ

Ｄ ＝ ４Ｅ
(Ｆｍａｘ － Ｆｍｉｎ)(ｘｍａｘ － ｘｍｉｎ)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１３)

式中 Ｅ 代表每圈循环的能量损失ꎬ其值可由黏滞

力沿封闭曲线积分进行计算ꎮ
由式(８)和式(１３)计算出黏滞力等效刚度和

阻尼值随外界激励频率变化曲线ꎬ如图 ５ 所示ꎮ
可以看出ꎬ在０~１ ０００ Ｈｚ范围内ꎬ刚度和阻尼值均

随频率的增大而增大ꎮ 这也说明ꎬ分数阶微分黏

滞力的引入可充分体现橡胶元件对于外界激励频

率变化的敏感性ꎮ
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图 ５　 不同激振频率下的刚度和阻尼特性曲线

３　 橡胶元件动态模型在车辆－轨道耦合动

力学中的应用

３.１　 机车－轨道耦合动力学模型

本文采用的机车－轨道耦合动力学模型如

图 ６所示ꎮ 其中机车模型由 １ 个车体、２ 个牵引拉

杆、２ 个构架、４ 个电机和 ４ 个轮对构成ꎬ各悬挂部

件除一系定位橡胶节点(虚线所圈)外均采用普

通的弹簧阻尼单元进行模拟ꎮ 车体、构架和轮对

均考虑纵向、横向、垂向、侧滚、点头和摇头 ６ 个自

由度ꎬ牵引拉杆考虑除侧滚自由度外的 ５ 个自由

度ꎬ电机仅考虑其垂向和点头运动ꎮ
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图 ６　 机车－轨道耦合动力学模型

轨道模型考虑了国内铁路常用的有砟轨道ꎬ
由钢轨、轨枕、扣件、道床和路基组成ꎮ 其中ꎬ钢轨

模拟为连续弹性离散点支承基础上的铁木辛柯梁

并考虑其垂向、横向和扭转振动ꎮ
轮轨接触几何关系采用空间动态耦合模型ꎻ

轮轨法向力的求解采用 Ｈｅｒｔｚ 非线性弹性接触理

论ꎻ轮轨蠕滑力的计算采用 Ｋａｌｋｅｒ 线性理论并结

合沈氏理论进行非线性修正[１４]ꎮ

３.２　 曲线通过算例分析

为验证第 １ 节中所建橡胶元件模型在机车－
轨道耦合动力学中的实际力学特性ꎬ现采用以下

曲线通过算例进行仿真分析:车辆运行速度为 ７０
ｋｍ / ｈ(惰行工况)ꎬ缓和曲线长度 ８０ ｍꎬ圆曲线长

度为 ２４０ ｍꎬ曲线半径 ６００ ｍꎮ
图 ７ 所示为一系橡胶定位节点处的横向力随

时间变化的曲线ꎮ 可以看出ꎬ弹性力、摩擦力和黏

滞力的动态变化都经历了稳态—下降—稳态—上

升—稳态的过程ꎬ这是由于机车运行线路呈直

线—缓和曲线—圆曲线—缓和曲线—直线的分布

方式ꎮ 此外ꎬ弹性力、摩擦力和黏滞力的大小依次

减小ꎬ这是由机车车辆上实际橡胶元件的物理特

性决定ꎬ即提供较大的刚度和相对小的阻尼ꎮ
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图 ７　 橡胶节点处的横向力响应

图 ８ 为橡胶定位节点处的横向力－位移变化

曲线ꎮ 可以发现ꎬ对于曲线通过工况ꎬ节点总力的

动态历程不同于传统的线性弹簧－阻尼单元模型ꎬ
其中摩擦力表现出一定的非线性特性但并不明

显ꎻ而黏滞力则呈现明显的迟滞特性ꎮ 节点总的

横向力在弹性力、摩擦力、黏滞力的叠加作用下也

呈现一定的非线性特性ꎮ
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图 ８　 节点横向力－位移曲线

图 ９(ａ)—图 ９( ｃ)为车辆过曲线时ꎬ不同阶

段节点总的横向力－位移曲线ꎮ 其中ꎬ图 ９(ａ)中
８ ~ １０ ｓ 对应车辆通过缓和曲线ꎬ此时节点横向
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力近似呈线性增长ꎮ 图 ９(ｂ)对应于 １８ ~ ２０ ｓ 时
车辆惰行通过圆曲线ꎬ由于车辆运行速度缓慢减

小ꎬ故此时节点横向力也缓缓减小ꎬ且整个动态历

程呈螺旋状下降ꎮ 图 ９(ｃ)所示为 ２８ ~ ３０ ｓ 车辆

出曲线后的稳态过程ꎮ 由于此时未受到外界激

扰ꎬ整个系统逐渐趋于平衡ꎬ故该过程中力－位移

曲线呈环状向平衡位置(０ꎬ ０)处收敛ꎮ 上述曲线

通过算例结果体现了机车车辆橡胶元件的非线性

力学特性ꎬ也说明本文建立的橡胶元件能够较好

地应用于车辆－轨道耦合动力学实时仿真计算ꎮ

��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
���

���

���

���

���

���

���

���

�/�NN
	B
��_���T�

7
%
�
	
�
�L
/

�������� �������� �������� �������� �������� ��������
�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

������������������������ � ����� ����� ����� �����
������

������

������

������

������

�

�����

�����

�����

�/�NN �/�NN

7
%
�
	
�
�L
/

	C
���_���T� 	C
���_���T�

7
%
�
	
�
�L
/

图 ９　 不同阶段节点的横向力－位移曲线

４　 结语

本文基于黏塑性理论和橡胶元件的实际物理

特性ꎬ建立了一种橡胶元件的动态仿真模型ꎬ分析

了其动态特性并将其应用于车辆－轨道耦合动力

学ꎬ主要得出以下结论ꎮ
１)橡胶元件提供的力可分解为弹性力、摩擦

力和黏滞力ꎬ其中摩擦力和黏滞力可分别体现橡

胶元件对外界激扰振幅和频率的依赖性ꎮ
２)橡胶内部摩擦力提供的等效刚度随激扰幅

值的增大而减小ꎬ阻尼随激扰幅值的增大而增大ꎻ
黏滞力提供的等效刚度和阻尼均随激扰频率的增

大而增大ꎮ
３)本文建立的橡胶元件动态仿真模型可较好

地应用于车辆－轨道耦合动力学实时仿真计算ꎬ且
曲线通过算例中稳态—下降—稳态—上升—稳态

的过程可反映橡胶元件的非线性动态特性ꎮ
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