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０　 引言

随着技术的不断进步ꎬ军用无人机(ＵＡＶ)在
监视侦察、特定目标跟踪、战损评估等作战任务中

发挥着越来越重要的作用[１]ꎮ 为了大幅度提高机

动性能ꎬ未来无人机的机动过载将远超传统战斗

机ꎮ 因此ꎬ有必要研究大机动过载条件下转子系

统的动力学行为ꎮ
许多学者对转子系统的动态特性进行了大量

的研究ꎮ ＣＯＨＥＮ 等[２] 考虑了由不平衡力引起的

弯曲扭转耦合振动ꎬ并研究了转子系统的稳定性ꎮ
ＡＮＡＮＴＨＡＮ 等[３]分析了涡轴发动机转子系统在

俯冲、跳跃、滚动、反向滚动和上拉等机动动作下

的振动响应ꎮ ＬＩＮ 等[４－５]研究了 Ｊｅｆｆｃｏｔｔ 转子在机

动飞行条件下ꎬ考虑初始弯曲、不对称刚度和摩擦

碰撞故障因素时的振动行为ꎮ ＺＨＥＮＧ 等[６] 对大

机动条件下 ４ 自由度单转子进行了理论分析和试

验验证ꎬ但是未对高转速下转子的弯曲方向和扭

转方向的耦合振动做出进一步分析ꎮ 到目前为

止ꎬ对大机动过载下转子系统的弯曲扭转耦合特

性的分析仍然鲜有报道ꎮ
考虑支承处轴承的非线性力影响[７]ꎬ本文利

用拉格朗日方程、梁单元、圆盘单元理论和有限元

法推导了不平衡转子系统在任意机动条件下的运

动微分方程ꎬ并采用 Ｎｅｗｍａｒｋ－β 数值积分法结合

Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法进行求解ꎮ 通过三维瀑

布图和分岔图对转子运动的频谱特征以及周期性

进行分析ꎮ
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１　 有限元建模

为了精确捕捉高频特征ꎬ区别于简单的欧拉

梁模型ꎬ本文采用考虑剪切变形和转动惯量的

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁单元、圆盘单元对不平衡转子系统

进行建模ꎮ 转子系统通过节点离散化ꎬ简化为一

系列梁单元和带质量偏心的圆盘单元ꎮ
为描述空间机动飞行条件下转子系统的运

动ꎬ参考文献[６]ꎬ建立坐标系如图 １ 所示ꎬ其中

ＯＸＹＺ 为地面固定坐标系ꎬｏｘｙｚ 为转子静坐标系ꎬ
ｏ′ξζη 为圆盘转动坐标系ꎮ

利用拉格朗日方程可得到任意机动飞行条件

下 ５ 自由度圆盘的运动微分方程:

　 　 (Ｍｄ＋Ｍｄｕ) ｑ


ｄ＋(Ｃｄ＋ΩＧｄ＋Ｃｄｕ＋Ｃｄｂ)ｑ


ｄ＋
(Ｋｄ＋Ｋｄｕ＋Ｋｄｂ)ｑｄ ＝Ｆｄｕ＋Ｆｄｂ＋Ｑｄ (１)

X
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图 １　 转子坐标系

式中:ｑｄ 是圆盘广义自由度上的位移ꎻＭｄ、Ｃｄ、Ｇｄ、
Ｋｄ 和 Ｑｄ 分别为不考虑机动飞行条件下圆盘的惯

性矩阵、阻尼矩阵、陀螺矩阵ꎬ刚度矩阵和外激励ꎻ
Ｆｄｕ为不平衡激励ꎮ Ｍｄｕ、Ｃｄｕ、Ｋｄｕ为弯曲自由度和

扭转自由度的耦合关系项ꎮ 表达式如下:

Ｍｄｕ ＝

０ ０ ０ ０ －ｍｅｓｉｎ(Ωｔ＋φ)
０ ０ ０ ０ ｍｅｃｏｓ(Ωｔ＋φ)
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

－ｍｅｓｉｎ(Ωｔ＋φ) ｍｅｃｏｓ(Ωｔ＋φ) ０ ０ ｍｅ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(２)

　 　 Ｃｄｕ ＝ －２Ω

０ ０ ０ ０ ｍｅｃｏｓ(Ωｔ＋φ)
０ ０ ０ ０ ｍｅｓｉｎ(Ωｔ＋φ)
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(３)

Ｋｄｕ ＝

０ ０ ０ ０ ｍｅΩ２ｓｉｎ(Ωｔ＋φ)
０ ０ ０ ０ ｍｅΩ２ｃｏｓ(Ωｔ＋φ)
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(４)

　 　 由机动飞行产生的附加阻尼 Ｃｄｂ、附加刚度

Ｋｄｂ、附加激励力 Ｆｄｂ表达式如下:

Ｃｄｂ ＝

０ －２ｍＷＢＺ ０ ０ ０
－２ｍＷＢＺ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ＩｐωＢＹ

０ ０ ０ ０ －ＩｐωＢＸ

０ ０ ＩｐωＢＹ ＩｐωＢＸ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(５)

Ｋｄｂ ＝

－ｍ(Ｗ２
ＢＹ＋Ｗ２

ＢＺ) ｍ(ＷＢＸＷＢＹ－Ｗ


ＢＺ) ０ ０ ０

ｍ(ＷＢＸＷＢＹ＋Ｗ


ＢＺ) －ｍ(Ｗ２
ＢＸ＋Ｗ２

ＢＺ) ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ Ｉｐ ω


ＢＹ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(６)

Ｆｄｂ ＝

－ｍ( Ｘ


Ｂ－ＷＢＺＹ


Ｂ＋ＷＢＹＺ


Ｂ)－ｍｚ(ＷＢＸＷＢＺ＋Ｗ


ＢＹ)

－ｍ( Ｙ


Ｂ－ＷＢＺＸ


Ｂ＋ＷＢＸＺ


Ｂ)－ｍｚ(ＷＢＹＷＢＺ＋Ｗ


ＢＸ)

－ＩＰΩＷＢＹ－ＩｄＷ


ＢＸ

ＩＰΩＷＢＸ－ＩｄＷ


ＢＹ

－ＩＰΩＷＢＸＷＢＹ－ＩｐθＢＹＷ


ＢＸ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(７)
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式中:ｍ、ｅ 分别表示圆盘质量和偏心量ꎻＸＢ、ＹＢ、ＺＢ

分别表示飞机沿 Ｘ、Ｙ、Ｚ 轴的平飞速度ꎻＷＢＸ、ＷＢＹ、
ＷＢＺ分别表示飞机绕 Ｘ、Ｙ、Ｚ 的角速度ꎻｚ 为圆盘到

坐标系 ｏｘｙｚ 原点的距离ꎻ ＩＰ、Ｉｄ 分别表示圆盘极

转动惯量和直径转动惯量ꎮ
同理ꎬ利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程推导 １０ 自由度梁单

元的运动微分方程:

ｍｅ ｑ


ｅ＋(Ｃｅ＋ΩＧｅ＋Ｃｅｂ)ｑ


ｅ＋(Ｋｅ＋Ｋｅｂ)ｑｅ ＝Ｆｅｂ＋Ｑｅ

(８)
式中:ｑｅ 表示梁单元广义自由度的位移ꎻｍｅ、Ｃｅ、Ｇｅ、
Ｋｅ 分别表示梁单元的质量矩阵、阻尼矩阵、陀螺矩阵

和刚度矩阵ꎻＣｅｂ、Ｋｅｂ和 Ｆｅｂ分别为机动飞行产生的附

加阻尼矩阵、附加刚度矩阵和附加激励力ꎮ
进一步ꎬ将各轴段和圆盘的运动方程组合即

可得到整个转子系统的运动微分方程:

(ｍ＋ｍｕ) ｑ
＋(Ｃ＋ΩＧ＋Ｃｕ＋Ｃｂ)ｑ

＋(Ｋ＋Ｋｕ＋Ｋｂ)ｑ＝
Ｆｕ＋Ｆｂ＋Ｑ (９)
式中:ｑ 代表转子系统广义自由度的位移ꎻｍ、Ｃ、Ｇ
和 Ｋ 分别是转子系统的质量矩阵、阻尼矩阵、陀
螺矩阵和刚度矩阵ꎻＱ 和 Ｆｕ 分别是转子系统的外

激励和不平衡激励ꎻｍｕ、Ｃｕ 和 Ｋｕ 分别是转子系统

的弯曲－扭转耦合关系项ꎻＣｂ、Ｋｂ 和 Ｆｂ 分别是转

子系统机动飞行产生的附加阻尼矩阵、附加刚度

矩阵和附加激励力ꎮ

２　 计算模型

转子模型如图 ２ 所示ꎮ 转子系统由 ２ 个支撑

和 ３ 个带有偏心质量的圆盘组成ꎮ 转子系统的相

关参数如表 １ 所示ꎮ

5D�D��,�,�,� DD��

x

y

图 ２　 计算模型

表 １　 盘的几何参数

参数名称 盘 １ 盘 ２ 盘 ３

质量 / ｋｇ ０.４ ０.４ ０.５

极惯性矩×１０－４ / (ｋｇｍ２) ４ ４ ４

不平衡量×１０－４ / (ｋｇｍ) １ １ １

　 　 本文中水平转弯直径为 ３ ｍꎮ 以平飞和水平

转弯为例ꎬ分析了大机动过载条件下转子系统动

力学特性的影响ꎬ机动飞行参数如表 ２ 所示ꎬ其中

ｇ 代表重力加速度ꎬ所有未提及的飞行参数均设

置为 ０ꎮ

表 ２　 机动飞行参数

工况 Ｚ


Ｂ / (ｍ / ｓ) ＷＢＹ / ( ｒａｄ / ｓ) 机动过载

平飞 １２.１２ ０ ０

水平转弯 ２１ １４ ３０ｇ

３　 不平衡响应分析

３.１　 临界转速

转子系统的临界转速采用特征方程法计算ꎬ２
个支撑的刚度为 ７.９９×１０９ Ｎ / ｍꎮ 第 １ 阶弯曲临界

转速 ωｂ１、第 ２ 阶弯曲临界转速 ωｂ２以及 １ 阶扭转

临界转速 ωｔ 的结果如表 ３ 所示ꎮ 为了验证模型

的有效性ꎬ在 ＡＮＳＹＳ 中建立了有限元模型预测临

界转速ꎮ 可以看到本文计算结果与 ＡＮＳＹＳ 计算

结果非常接近ꎬ误差小于 １％ꎬ验证了本文方法的

正确性ꎮ

表 ３　 临界转速结果

参数
ＡＮＳＹＳ 结果 /

( ｒａｄ / ｓ)
本文结果 /
( ｒａｄ / ｓ) 误差 / ％

ωｂ１ ５２１.８ ５２０.６ ０.２３

ωｂ２ １ ０８１.３ １ ０７１.８ ０.８７

ωｔ １ ４１６.５ １ ４１２.７ ０.２６

３.２　 频谱分析

为研究机动过载对转子动力学特性的影响ꎬ
以平飞和水平转弯工况为例进行研究ꎮ 考虑支承

处轴承的非线性力ꎬ采用 Ｎｅｗｍａｒｋ－β 数值积分法

和 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法求解转子系统的稳态

响应ꎮ
圆盘 ２ 在水平飞行和水平转弯工况下的弯曲

振动响应的三维瀑布谱图如图 ３ 和图 ４ 所示ꎮ 零

频成分表征转子静位移ꎮ 机动转弯条件下ꎬ在水

平方向上ꎬ转子系统受到机动飞行产生的恒定离

心力ꎬ静态偏移不随转速变化ꎮ 而在垂直方向上

产生与转速相关的附加陀螺力矩ꎬ这导致静态偏

移随转速变化ꎮ
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图 ３　 圆盘 ２ 水平方向三维瀑布图
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图 ４　 圆盘 ２ 竖直方向三维瀑布图

　 　 水平飞行条件下ꎬ弯曲振动响应的频率分量

主要包括转子转速 ωꎬ２ 个振动峰值分别对应 １ 阶

弯曲临界转速 ωｂ１和 ２ 阶弯曲临界转速 ωｂ２ꎮ 此

外ꎬ当转子的转速 ω 分别超过 ωｂ１和 ωｂ２时ꎬ可以

观察到频率为 ωｂ１和 ωｂ２的次谐振动分量ꎮ
与水平飞行相比ꎬ水平转弯工况下频率分量

发生了显著变化ꎮ 弯曲振动中的次谐振动分量

ωｂ１和 ωｂ２通过机动飞行被放大ꎬ并且由于机动飞

行产生的水平和垂直方向之间转子的不对称刚度

和阻尼ꎬ新的次谐频率分量 ωｓ１和 ωｓ２被诱发ꎮ

水平飞行和水平转弯工况下扭转振动响应的

瀑布图如图 ５ 所示ꎮ 转子的扭转振动响应定义为

转子上圆盘 １ 和圆盘 ３ 之间的相对扭转角ꎮ 在水

平飞行条件下ꎬ扭转的主要频率分量主要包括零

频成分和 ωｔ 成分ꎮ 在水平转弯条件下ꎬ弯曲振动

中的次谐振动幅值被放大ꎬ由于弯扭耦合作用ꎬ所
有次谐振动都被传递到扭转自由度上ꎮ 扭转自由

度上的频率成分有弯曲临界转速成分 ωｂ１ꎬωｂ２ꎬ扭
转临界转速 ωｔ 以及次谐振动频率 ωｓ１、ωｓ２ꎮ １ 阶

扭转临界转速 ωｔ 处的响应被充分激发ꎮ
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图 ５　 转子扭转方向三维瀑布图
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３.３　 周期性分析

图 ６ 显示了圆盘 ２ 在水平飞行和水平转弯工

况下弯曲振动响应的分岔图ꎮ 与平飞相比ꎬ当转

子速度 ω 超过 １ 阶弯曲临界转速 ωｂ１时ꎬ水平转弯

条件下转子运动的周期性明显变差ꎮ
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图 ６　 圆盘 ２ 水平方向分叉图

４　 结语

本文考虑弯扭耦合效应ꎬ利用有限元方法建

立了任意机动飞行条件下不平衡转子系统的动力

学理论模型ꎮ 通过数值模拟ꎬ得到如下结论ꎮ
１)当转子转速大于弯曲临界速度时ꎬ大机动

过载产生的不对称附加刚度和阻尼会引起新的次

谐振动分量ꎬ同时增大了原有次谐振动幅值ꎮ
２)大机动过载增强了弯曲方向和扭转方向的

耦合效应ꎮ 弯扭耦合作用使得次谐振动分量传递

到扭转方向ꎮ
３)在大机动过载条件下ꎬ当转子转速超过

１ 阶弯曲临界转速时ꎬ不平衡转子系统的周期性

会明显变差ꎮ
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