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计算重根特征向量灵敏度的正则完备法
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摘　 要:在基于灵敏度分析的轴对称模型修正中ꎬ重根特征向量灵敏度是较为重要的确定结构参数优化方向的参数ꎮ
以杨秋伟提出的计算特征向量灵敏度的方法为基础ꎬ在支配方程的两侧加上一个可调整的正则项以消除动刚度阵的奇

异性ꎬ并结合完备模态法计算模态参与因子ꎬ提出了正则完备法ꎮ 虽然该法以计算重根特征向量灵敏度而推导ꎬ但也可

用于单根特征向量灵敏度的计算ꎮ 通过试验算例验证了所提方法在轴对称模型修正的可行性ꎮ
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０　 引言

特征灵敏度是基于灵敏度分析模型修正的重

要研究内容之一ꎬ可以确定结构参数优化方向ꎮ
最早由 ＦＯＸ和 ＲＯＧＥＲＳ 给出了特征灵敏度关于

结构设计变量的推论式ꎬＮＥＬＳＯＮ[１]在 ＦＯＸ 的推

论基础上建立了关于单根特征向量灵敏度的表达

式ꎬＯＪＡＬＶＯ[２]将 Ｎｅｌｓｏｎ法扩展到重根特征向量ꎻ
ＭＩＬＬＳ－ＣＵＲＲＡＮ[３]对 Ｏｊａｌｖｏ 法通解的普遍计算

式进行了合理的改进ꎬ上述方法又称为直接求导

法ꎮ 完备模态法[４]可以精确求解单、重根特征向

量灵敏度且只需要本阶模态ꎬ适用于特征值为分

离或多重的情况ꎬ缺点是不易求解等效高阶模态ꎬ
计算效率低ꎮ 高精度模态法将特征向量导数表示

为完备组的线性组合ꎬ再考虑高阶模态的近似贡

献ꎮ 完备模态法和高精度模态法将特征向量灵敏

度表征为所有特征向量线性组合去求解ꎬ所以又

被称为模态法ꎮ

轴对称模型修正需要进行测量模态与有限元

模型之间的相关性分析ꎬ最后以测量模态进行修

正ꎮ 轴对称结构的重根模态具有固有频率接近ꎬ
振型偏转一定角度的特点ꎬ致使两模态的 ＭＡＣ 值

很差ꎮ 李效法[５]提出等价振型转换法并考虑到了

模态遗漏ꎬ将有限元重根振型进行转换ꎮ 经过振

型转换后ꎬ通过相关性分析找到相匹配的模态并

计算参数灵敏度ꎬ最后对有限元模型进行修正ꎮ
直接求导法和模态法可以分为单根和重根两

种情况讨论ꎮ 在单、重根特征向量的情况下ꎬ直接

求导法的支配方程系数阵奇异性和待定系数计算

方法不同ꎬ模态法则是模态参与因子计算方法互

异ꎮ 而且ꎬＮｅｌｓｏｎ 法和模态叠加法只适用于单根

的情况ꎬ改进 Ｎｅｌｓｏｎ 法和完备模态法适用于单、
重根的情况ꎮ 杨秋伟等[６]在 Ｎｅｌｓｏｎ 法计算特征

向量导数的支配方程两侧加上一个正则项ꎬ将系

数阵变为非奇异矩阵并求逆和转换多余的正则

项ꎬ从而推导出求解单根特征向量灵敏度的公式ꎮ
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本文在文献[７]求解单根特征向量灵敏度的基础

上ꎬ提出正则完备法ꎮ

１　 理论背景

１.１　 重根特征向量灵敏度分析方法

假设一个具有 ｎ 自由度的对称无阻尼系统ꎬ
刚度矩阵为 Ｋ 和质量矩阵为 Ｍꎬ则考虑如下动力

学问题:
ＫＺ＝λＭＺ (１)
ＺＴＭＺ＝ Ｉｍ×ｍ (２)

式中:λ 为 ｍ 重根ꎻＺ ＝ ( ｚ１ꎬｚ２ꎬ􀆺ꎬｚｒꎬ􀆺ꎬｚｍ)是相

应的 ｍ(ｍ<ｎ)重根特征向量ꎬｒ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎻＫ、Ｍ、
λ 和 Ｚ 均为设计参数 ｐ ｊ 的函数ꎻＩ 为 ｍ×ｍ 阶单位

矩阵ꎮ 将式(１)两边对参数 ｐ ｊ 求偏导ꎬ并移项整

理可得:
(Ｋ－λＭ)Ｚ′＝ＭＺΛ′－(Ｋ′－λＭ′)Ｚ＝Ｇ (３)

式中:Λ′为重根特征值 Λ＝(λ１ꎬλ２ꎬ􀆺ꎬλｒꎬ􀆺ꎬλｍ)
对设计参数 ｐ ｊ 的 １阶导数ꎬ也称为特征值灵敏度ꎻ
Ｚ′为重根特征向量对设计参数 ｐ ｊ 的特征向量灵

敏度ꎮ 由文献[３]可得单、重根特征值灵敏度的

计算公式:
Λ′＝ＺＴ(Ｋ′－λＭ′)Ｚ (４)

１.２　 正则完备法

首先ꎬ完备模态法是将特征向量导数 Ｚ′展开

成实用完备模态[ΦｋꎬΨｈ]的线性组合ꎬ即

Ｚ′＝[ΦｋꎬΨｈ]
Ｃｋ

Ｃｈ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝[ＺꎬΦ

－

ｋꎬΨｈ]

Ｃ

Ｃ
－

ｋ

Ｃｈ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝Φ
－
Ｃ
－

(５)

式中:Φｋ 为结构的已知低阶模态ꎻΦ
－

ｋ 为不包含待

求导的特征向量 Ｚ 的已知低阶特征向量ꎻΨｈ 为等

效高价模态ꎻＣ 为系数矩阵ꎬ即

ΦｈΦＴ
ｈＭ＝ Ｉ－ΦｋΦＴ

ｋＭ＝Ψ
－

ｈ (６)

式中:Φｈ 是结构的质量归一化高阶模态ꎻΨ
－

ｈ 是

ｎ×ｎ维矩阵ꎬ但秩仅为 ｈ(ｎ＝ ｋ＋ｈ)ꎮ 当消除 ｋ 个不

唯一的非独立列ꎬ就获得了等效高价模态 Ψｈꎬ且
与 Φｋ 具有正交性ꎮ

由文献[４]可得因子 Ｃ 的对角元素计算式为

ＣＴ＋Ｃ＝ －ＺＴＭ′Ｚ＝ ｑ
∧

(７)
Ｃ 的非对角元素由下式计算:

ＣΛ′－Λ′Ｃ＝ＺＴ(Ｋ′－λＭ′)Φ
－

ｋ Ｃ
－

ｋ＋ＺＴ(Ｋ′－λＭ′)􀅰

ΨｈＣｈ－ＺＴＭ′ＺΛ′＋０.５ＺＴ(Ｋ″－λＭ″)Ｚ－０.５Λ″≡Ｒ
∧

(８)

式中:Ｋ″和 Ｍ″分别为刚度矩阵和质量矩阵对设计

参数 ｐ ｊ 的 ２阶导数ꎻΛ″为特征值对设计参数 ｐ ｊ 的

２阶导数ꎮ 于是ꎬＣ 的计算式可总结为

Ｃｉｊ ＝
Ｒ
∧

ｉｊ / (λ′ｊ－λ′ｉ)ꎬ　 λ′ｊ≠λ′ｉ

ｑ
∧

ｉｊꎬ　 其他
{ (９)

将式(３)左右两边增加正则项 εＺＺＴＫＺ′ꎬ其
中 ε 为任意非 ０实数ꎬ则式(３)变为

(Ｋ－λＭ＋εＺＺＴＫ)Ｚ′＝ＭＺΛ′－(Ｋ′－λＭ′)Ｚ＋εＺＺＴＫＺ′
(１０)

将式(５)代入正则项 εＺＺＴＫＺ′可得:

εＺＺＴＫＺ′＝εＺＺＴＫ ＺꎬΦ
－

ｋꎬΨｈ[ ]

Ｃ

Ｃ
－

ｋ

Ｃｈ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

＝

εＺＺＴＫ(ＺＣ＋Φ
－

ｋ Ｃ
－

ｋ＋ΨｈＣｈ) (１１)
由完备模态的正交性可知ꎬ上式可变为

εＺＺＴＫＺ′＝εＺＺＴＫＺＣ＝εＺΛＣ (１２)
将上式代入式(１０)得
(Ｋ－λＭ＋εＺＺＴＫ)Ｚ′ ＝ＭＺΛ′－(Ｋ′－λＭ′) Ｚ＋

εＺΛＣ (１３)
对于系数阵 Ｋ－λＭ＋εＺＺＴＫꎬ左乘以 ＺＴꎬ右乘

以 Ｚ 则得:
ＺＴ(Ｋ－λＭ＋εＺＺＴＫ)Ｚ＝Λ－λＩｍ×ｍ＋εＺＴＺΛ＝εＺＴＺΛ

(１４)
由式(１４)可得ꎬ当 ε 为非 ０ 实数时ꎬ系数阵

Ｋ－λＭ＋εＺＺＴＫ 非奇异ꎮ 将式(１３)直接求逆ꎬ可
得重根特征向量灵敏度的解:

Ｚ′＝(Ｋ－λＭ＋εＺＺＴＫ) －１[ＭＺΛ′－
(Ｋ′－λＭ′)Ｚ＋εＺΛＣ] (１５)

综上ꎬ式(１５)为正则完备法ꎮ 该公式可以只

用本阶模态计算特征向量灵敏度ꎮ 将 Ｚ、Λ 和 Λ′
看作单根时ꎬ就等于文献[６]所提的计算单根特

征向量灵敏度的方法ꎮ 所以ꎬ该法适用于单、重根

特征向量灵敏度的计算ꎮ 当 λ′ｊ≠λ′ｉ 时(即 ｍ 重

根特征值灵敏度分离)ꎬ可以忽略等效高阶模态对

特征向量导数的贡献ꎬ即删去式(８)中右边第 ２
项 ＺＴ(Ｋ′－λＭ′)ΨｈＣｈꎬ式(１５)为近似法ꎮ

２　 算例分析

试验算例将用完备模态法和正则完备法计算

除刚体模态外的前 ３ 阶特征向量灵敏度ꎮ 以图 １
中放在海绵垫上的圆盘为例ꎬ建立有限元模型ꎮ
有限元模型有 ４３２ 个 ＳＨＥＬＬ１８１ 单元ꎬ４３３ 个节

点ꎬ２ ５９８个自由度ꎮ 圆盘材料为铁ꎬ假设初始材
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料属性弹性模量 Ｅ ＝ ２２０ ＧＰａꎬ密度 ρ ＝ ８ ０００
ｋｇ / ｍ３ꎬ泊松比 μ ＝ ０. ３ꎻ模型尺寸圆盘半径 ｒ ＝
０.２５ ｍꎬ厚度 ｔ≈０.００４ ｍ(误差不超过 ５×１０－４ ｍ)ꎮ
由于篇幅限制ꎬ计算 Ｅ、ρ 和 ｔ 的前 ２ 阶特征值灵

敏度如表 １所示ꎻＥ、ρ 和 ｔ 的前 ３阶特征向量灵敏

度(取前 １２个自由度的数据)分别如表 ２、表 ３ 和

表 ４所示ꎮ 记第 ｉ 阶特征值对 Ｅ、ρ 和 ｔ 的特征值

灵敏度分别为
∂λ ｉ

∂Ｅ
、
∂λ ｉ

∂ρ
和
∂λ ｉ

∂ｔ
ꎬ第 ｉ 阶特征向量对

Ｅ、ρ 和 ｔ 的特征向量灵敏度分别为
∂Ｚ ｉ

∂Ｅ
、
∂Ｚ ｉ

∂ρ
和
∂Ｚ ｉ

∂ｔ
ꎮ

UBU4� UCU�K���

图 １　 圆盘结构及有限元模型

表 １　 特征值灵敏度计算结果对比

方法
∂λ７
∂Ｅ

∂λ８
∂Ｅ

∂λ７
∂ρ

∂λ８
∂ρ

∂λ７
∂ｔ

∂λ８
∂ｔ

方法 １ １.４１×１０－６ １.４１×１０－６ －３６.８２ －３６.８２ １.５２×１０８ １.５２×１０８

方法 ２ １.４０×１０－６ １.４０×１０－６ －３７.８７ －３７.８７ １.５２×１０８ １.５２×１０８

表 ２　 特征向量关于弹性模量的灵敏度结果对比(×１０－１４)

自由
度号

∂Ｚ７
∂ρ

∂Ｚ８
∂ρ

∂Ｚ９
∂ρ

方法 ３ 方法 ４ 方法 ３ 方法 ４ 方法 ３ 方法 ４

１ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

２ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

３ ０.４９ ０.４９ ３.２６ ３.２６ １.５６ １.５６

４ ２４.３７ ２４.３７ －１４.４６ －１４.４６ －６.８３ －６.８３

５ ３６.４５ ３６.４５ ２.８６ ２.８６ －１３.２５ －１３.２５

６ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

７ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

８ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

９ －０.８９ －０.８９ ３.８２ ３.８２ ２.０１ ２.０１

１０ ３９.６７ ３９.６６ －１４.１２ －１４.１２ －１３.３４ －１３.３４

１１ ２６.５９ ２６.５９ ３.２２ ３.２２ －１０.５１ －１０.５３

１２ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

表 ３　 特征向量关于密度的灵敏度结果对比(×１０－４)

自由
度号

∂Ｚ７
∂ρ

∂Ｚ８
∂ρ

∂Ｚ９
∂ρ

方法 ３ 方法 ４ 方法 ３ 方法 ４ 方法 ３ 方法 ４

１ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

２ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

３ ０.４５ ０.４５ －０.２３ －０.２３ －０.２８ －０.２８

４ ２.０１ ２.０１ ３.９７ ３.９７ ０.００ ０.００

５ ３.２７ ３.２５ －１.６６ －１.６５ －４.５９ －４.５９

６ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

７ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

８ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

９ ０.３５ ０.３５ －０.３７ －０.３７ －０.２８ －０.２８

１０ ２.７６ ２.７６ ３.４６ ３.４５ ０.７９ ０.７９

１１ ３.０３ ３.０２ －２.１１ ２.０９ －４.５３ －４.５３

１２ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

表 ４　 特征向量关于厚度的灵敏度结果对比

自由
度号

∂Ｚ７
∂ρ

∂Ｚ８
∂ρ

∂Ｚ９
∂ρ

方法 ３ 方法 ４ 方法 ３ 方法 ４ 方法 ３ 方法 ４

１ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

２ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

３ ９２.３２ ９１.４８ －４３.２１ －４６.７６ －５５.８３ －５５.９２

４ ４０１.８７ ３９６.６１ ７９５.８６ ７９２.６４ －１８.５７ －１６.３７

５ ６６７.９６ ６６３.３９ －３３８.９８ －３４８.５６ －９３４.４８ －９３３.５１

６ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

７ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

８ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

９ ７０.９６ ７０.３５ －７１.６８ －７５.０８ －５５.０５ －５５.２４

１０ ５５７.３３ ５５２.１９ ６９９.５１ ６９５.９７ １４１.５０ １４３.９６

１１ ６１９.６７ ６１５.１１ －４２７.９１ －４３７.３３ －９１８.１９ －９１７.１８

１２ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００ ０.００

　 　 受文献[７]的启发ꎬ本文用 ＭａｔＬａｂ 调用自编

的 ＡＰＤＬ灵敏度计算脚本ꎬ再由 ＭａｔＬａｂ 所编写的

修正迭代算法对设计参数进行修正ꎮ 因此ꎬ
ＡＮＳＹＳ运行 ＡＰＤＬ自编脚本所获得的特征灵敏度

如下ꎮ 在表 １中ꎬ方法 １为有限差分法ꎬ方法 ２ 为

式(４)所示方法ꎮ 保留一定精度ꎬ表 １ 中两种方

法计算的第 ７阶和第 ８阶特征值对 Ｅ、ρ 和 ｔ 的灵

敏度都相同ꎮ 因此ꎬ利用式(１５)计算第 ７ 阶和第

８阶重根特征向量对 Ｅ、ρ 和 ｔ 的灵敏度时ꎬ可当作
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􀅰信息技术􀅰 李成立ꎬ等􀅰计算重根特征向量灵敏度的正则完备法

λ′ｊ ＝λ′ｉꎮ 此时ꎬ本文所提方法为精确法ꎮ 在表 ２—
表 ４中ꎬ正则完备法为方法 ３ꎬ完备模态法为方法

４ꎮ 两种方法的计算结果相比ꎬ证明正则完备法可

用于计算特征向量灵敏度ꎮ 另外ꎬ计算第 ７ 阶特

征向量对密度的灵敏度时ꎬ完备模态法所用时间

约为 ８.４７ ｓꎬ而正则完备法所用时间约为０.８９ ｓꎬ
由此可知大幅提高了计算效率且更易编程ꎮ

根据特征值灵敏度分析ꎬ选取对特征值敏感

的 Ｅ、ρ 和 ｔ 为修正参数ꎮ 采用正则完备法和改进

Ｎｅｌｓｏｎ法计算特征向量灵敏度ꎬ再对圆盘进行修

正ꎮ 另外ꎬ有限元数据与试验数据的对比如表 ５
所示ꎻ频率误差的迭代变化分别如图 ２ 和图 ４ 所

示(本刊为黑白印刷ꎬ如有疑问请咨询作者)ꎻ设
计参数相对变化量的迭代变化分别如图 ３ 和图 ５
所示(红线为 Ｅ、绿线为 ρꎬ蓝线为 ｔ)ꎮ

表 ５　 用正则完备法和改进 Ｎｅｌｓｏｎ 法分别计算特征向量灵敏度时ꎬ修正前后有限元数据与试验数据的对比

项目

试验模态 有限元修正前模态
有限元修正后模态
(正则完备法)

有限元修正后模态
(改进 Ｎｅｌｓｏｎ法)

阶数
频率 /
Ｈｚ 阶数

频率 /
Ｈｚ

误差 /
％

ＭＡＣ / ％ 阶数
频率 /
Ｈｚ

误差 /
％

ＭＡＣ / ％ 阶数
频率 /
Ｈｚ

误差 /
％

ＭＡＣ /
％

参与修正
的模态

１ ８２.３６ ７ ８７.６０ ６.３７ ９７.１０ ７ ８２.６９ ０.４０ ９７.１８ ７ ８２.７１ ０.４２ ９７.１８

２ ８３.４６ ８ ８７.６０ ４.９６ ９６.１２ ８ ８２.６９ ０.９２ ９６.８５ ８ ８２.７１ ０.９０ ９６.８５

３ １３４.２０ ９ １４５.７２ ８.５９ ９７.４５ ９ １３７.５５ ２.５０ ９９.４７ ９ １３７.５８ ２.５２ ９９.４７

４ ２０２.８８ １０ ２０５.８８ １.４８ ９８.６１ １０ １９４.３４ ４.２１ ９９.４４ １０ １９４.３８ ４.１９ ９９.４４

５ ３１３.４９ １３ ３３５.１２ ６.９０ ９８.１３ １３ ３１６.３３ ０.９１ ９８.８２ １３ ３１６.３９ ０.９３ ９８.８２

６ ３１４.２６ １２ ３３５.１２ ６.６４ ９５.４４ １２ ３１６.３３ ０.６６ ９９.２７ １２ ３１６.３９ ０.６８ ９９.２７

预测模态
７ ３５１.９１ １５ ３６８.６１ ４.７５ ９７.１５ １５ ３４７.９４ １.１３ ９８.７６ １５ ３４８.０１ １.１１ ９８.７６

８ ３５２.３６ １４ ３６８.６１ ４.６１ ９６.７１ １４ ３４７.９４ １.２５ ９８.０５ １４ ３４８.０１ １.２３ ９８.０５
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图 ２　 改进 Ｎｅｌｓｏｎ 法计算特征向量灵敏

度时ꎬ频率误差迭代图
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图 ３　 改进 Ｎｅｌｓｏｎ 法计算特征向量灵敏

度时ꎬ设计参数相对变化量迭代图
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图 ４　 正则完备法计算特征向量灵敏

度时ꎬ频率误差迭代图
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图 ５　 正则完备法计算特征向量灵敏

度时ꎬ设计参数相对变化量迭代图

　 　 对测量数据的前 ６ 阶进行修正ꎬ７ 和 ８ 阶为

预测模态ꎬ比较修正后频率误差和 ＭＡＣ 值ꎮ 由

图 ２—图 ５ 可知ꎬ正则完备法和改进 Ｎｅｌｓｏｎ 法参

与修正时ꎬ经过 １４次迭代测量模态与有限元模型

之间的频率误差和设计参数达到收敛ꎮ 由表 ５ 可

知ꎬ修正前频率误差最大为第 ３ 阶 ８.５９％ꎬ最小为

第 ４阶 １.４８％ꎬ但 ＭＡＣ值都较高ꎮ 正则完备法参

与修正时ꎬ最小为第 １阶 ０.４０％ꎬ第 ４ 阶频率误差

变大为 ４.２１％ꎮ 改进 Ｎｅｌｓｏｎ 法参与修正时ꎬ最小

为第 １阶 ０.４２％ꎬ第 ４ 阶频率误差变大为 ４.１９％ꎮ
但两种方法相比ꎬ修正后频率误差都在 ５％以下ꎬ
频率平均误差都为 １.５０％ꎬ预测模态的频率误差

(下转第 １４５页)
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􀅰信息技术􀅰 傅江􀅰基于 ＳＬＩＣ与 ＡＰＭＭＤ结合的图像分割算法研究

类中心的方法分割效果明显优于 Ｋｍｅｎａｓ 的随机

选取方法ꎮ

４　 结语

本文通过对经典 ＳＬＩＣ 算法的实现步骤进行

分析ꎬ从 ＲＧＢ转 Ｌａｂ颜色空间和采用 ＡＰＭＭＤ 算

法初始化种子点两方面对其进行优化ꎬ进行了实

验验证ꎬ证明了颜色空间转换时速度和内存都有

进步ꎻ种子点聚类时ꎬ聚类准确率提高、迭代次数

下降ꎮ
实验中也发现:本文算法存在过分割的可能

性ꎬ且容易生成无关边界ꎬ特别是对亮度高的物品

生成的无关边界更多ꎮ 因此ꎬ下一步的研究方向

可以从增强连通性、去除无关边界两方面考虑ꎮ
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都在 １.３％以下ꎬＭＡＣ 值都有所改善ꎬ且修正后的

ＭＡＣ值一致ꎮ 修正后ꎬ改进 Ｎｅｌｓｏｎ法的设计参数为

Ｅ＝１８０.１８ＧＰａ、 ρ＝７ ５３０.０５ｋｇ / ｍ３ 和 ｔ＝４.０４×１０－３ ｍꎬ
而正则完备法的设计参数为 Ｅ ＝ １７８.７５ＧＰａ、ρ ＝
７ ４９１.８１ ｋｇ / ｍ３和 ｔ ＝ ４.０５×１０－３ ｍꎮ 总体来看ꎬ两
种方法修正后频率和 ＭＡＣ值都符合工程要求ꎬ且
修正后的设计参数符合圆盘(铁)的材料属性和

厚度误差ꎮ 因此ꎬ正则完备法可用于模型修正ꎮ

３　 结语

本文参考文献[６]的思想ꎬ提出计算特征向

量灵敏度的正则完备法ꎮ 通过在计算重根特征向

量灵敏度支配方程的两侧增加一个正则项ꎬ把系

数矩阵由奇异矩阵变形为非奇异矩阵ꎬ从而可以

通过直接求逆快速计算出特征向量灵敏度ꎬ且所

提的计算公式适用于单、重根特征向量ꎮ 相比于

改进 Ｎｅｌｓｏｎ法和完备模态法ꎬ该法在操作上更加

简便ꎬ且更易于编程ꎮ 理论上ꎬ正则完备法为精确

法ꎮ 但用式(９)计算系数阵 Ｃ 忽略等效高阶模态对

特征向量导数的贡献时ꎬ该法为近似法ꎮ 以圆盘结

构为例对所提方法进行了验证ꎬ结果表明所提方法

在计算特征向量灵敏度和模型修正方面是合理可行

的ꎬ在工程实践中也有较广阔的应用前景ꎮ
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