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一种基于凸优化技术的航天器轨迹快速优化框架
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摘　 要:交会与接近操作频繁出现在航天技术发展的各种空间任务ꎬ提高在轨航天器快速入轨和任务拓展对于节约人

力、物力具有重要意义ꎮ 结合 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 谱方法ꎬ提出一种基于凸优化技术的航天器轨迹快速优化框架ꎮ 建立二体相对运

动的动力学模型ꎬ引入最优控制理论并采用凸优化技术处理非线性约束ꎻ制定基于 １ 阶微分的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 伪谱法(ＦＢＰＳＭ)
和基于 ２ 阶微分的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 伪谱法(ＳＢＰＳＭ)的理论框架ꎮ 研究结果表明:对于复杂动力学系统ꎬＦＢＰＳＭ 和 ＳＢＰＳＭ 不仅

继承了传统伪谱法的求解优势ꎬ还将计算效率提高了 ３ 倍左右ꎮ 该研究可为航天器轨迹的实时重构和快速优化提供理

论参考和技术支持ꎮ
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０　 引言

现阶段ꎬ航天任务将高自主性、高可靠性作为

未来航天技术发展的重要发展特征[１]ꎮ 人造卫

星、运载火箭等航天器在重大航天任务中具有不

可替代的作用ꎬ成为了人类探索空间的主要平

台[２]ꎮ 因此ꎬ航天运输背景下新型航天器将高自

主性和高可靠性作为常态化发射的主要着力

点[３－４]ꎮ 在航天器的总体研发设计中ꎬ实时航天

轨迹优化和在线重构规划能够及时应对航天中出

现的突发情况ꎬ在保证有效载荷顺利入轨的同时ꎬ
尽可能低成本提高航天器可靠性[５]ꎮ 在这项任务

中ꎬ在轨航天器需要在较强的时间窗口约束下实

时生成航天轨迹ꎬ在紧急机动时需要完成交会与

接近 操 作 ( ｒｅｎｄｅｚｖｏｕｓ ａｎｄ ｐｒｏｘｉｍｉｔｙ ｏｐｅｒａｔｉｏｎꎬ
ＲＰＯ) [６]ꎮ 针对目前航天器机载设备计算能力不

足的问题ꎬ如何能够在极短时间内完成自主规划

并寻求最优轨迹就成了任务关键ꎮ
航天器轨迹优化本质上是工程中重要的最优

控制问题(ＯＣＰ)ꎬ有直接法和间接法两种求解策

略[７]ꎮ 间接法只能得到简单 ＯＣＰ 的解析解ꎬ却很

难求解复杂系统ꎻ直接法则是通过离散网格点将

ＯＣＰ 转化为有限维非线性规划问题 ( ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇꎬＮＬＰ)ꎬ进而得到精确解析解ꎮ 现阶
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段 ＯＣＰ 转 录 方 法 的 常 见 代 表 是 伪 谱 法

(ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌꎬＰＳ)ꎬ包括 ＤＩＤＯ、ＧＰＯＰＳ 等优化

控制工具包ꎬ其对应的 ＮＬＰ 问题则可以通过

ＩＰＯＰＴ、ＳＮＯＰＴ 等算法解决ꎮ 然而ꎬ在解决复杂问

题时容易陷入局部最优ꎬ无法获得解析解[８－１０]ꎮ
目前ꎬ在解决复杂空间任务上ꎬ具有多项式时

间复杂度的凸优化方法ꎬ已逐步应用于 ＯＣＰ 的求

解中ꎬ将原始 ＯＣＰ 转化为 ２ 阶圆锥规划(ｓｅｃｏｎｄ－
ｏｒｄｅｒ ｃｏｎｉｃ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇꎬ ＳＯＣＰ)问题[１１]ꎮ 同时ꎬ
为了提高求解精度ꎬ一方面可以增加离散网格点

数量ꎬ但这会增加计算负担ꎻ另一方面采用 ０ 阶保

持(ｚｅｒｏｔｈ ｏｒｄｅｒ ｈｏｌｄꎬＺＯＨ) [１２]、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱方法

(ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ－ｇａｕｓｓ－ｌｏｂａｔｔｏꎬＣＧＬ) [１３] 和 Ｒａｄａｕ 谱方

法( ｌｅｇｅｎｄｒｅ － ｇａｕｓｓ － ｒａｄａｕꎬＬＧＲ) [１４] 等 ＰＳ 方法ꎮ
上述方法在解决行星动力着陆的轨迹优化问题具

有较好的效果ꎮ 在航空航天应用中ꎬ更多的网格

点能得到较高的计算精度ꎮ 然而ꎬ一味增加网格

点数量会导致 ＮＬＰ 出现条件病态ꎬ反而不利于问

题求解ꎮ
考虑到机载设备的计算能力不足和常规 ＰＳ

中条件病态的问题ꎬ本研究将凸优化技术和

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 谱方法相结合ꎬ创新地提出了一种基于凸

优化技术的航天器轨迹快速优化框架ꎮ 该方法为

航天器轨迹的实时重构和快速优化提供了理论参

考和技术支持ꎬ对新型航天器故障适应和任务拓

展具有重要价值ꎮ

１　 航天器轨迹优化建模

１.１　 二体相对运动方程

在此假设追逐者(ｃｈａｓｅｒ)绕飞目标者(ｔａｒｇｅｔ)
的近距离交会场景ꎬ如图 １ 所示ꎮ 在场景中ꎬ建立

了以目标者为原点的局部水平局部垂直坐标系

(ｌｏｃａｌ ｖｅｒｔｉｃａｌ ａｎｄ ｌｏｃａｌ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌꎬＬＶＬＨ)ꎬ追逐者

的速度矢量和位置矢量分别为 ｖ ＝ [ ｘꎬ ｙꎬ ｚ] Ｔ

和ｒ＝[ｘꎬ ｙꎬ ｚ] Ｔꎮ
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图 １　 近距离交会场景

图 １ 中也假设了以地球 ＯＥ为原点的地心赤

道惯性坐标系(ＧＥＩ)ꎮ 追逐者和目标者相对于

ＯＥ 的 位 置 矢 量 分 别 为 ｒＴ 和 ｒＣꎬ 角 速 度 矢

量为 ωꎬ则
ｒＣ ＝ ｒＴ＋ｒ (１)

对于 时 间 微 分 两 次 后 得 到 追 逐 者 的 运

动方程:

ｒ
􀅰􀅰

Ｃ ＝ ｒ
􀅰􀅰

Ｔ＋ ｒ
􀅰􀅰＋２(ω×ｒ

􀅰
)＋ω

􀅰×ｒ＋ω×(ω×ｒ) (２)

式中: ｒ
􀅰􀅰

Ｃ、 ｒ
􀅰􀅰

Ｔ 和 ｒ
􀅰􀅰

分别为追逐者惯性加速度、目标

者惯性加速度和二者相对加速度ꎻ右侧 ３ 项分别

为科里奥利加速度、切向加速度和向心加速度ꎮ

ω×ｒ
􀅰＝ω

∧
ｒ
􀅰
ꎬω

􀅰×ｒ＝ω
􀅰
ｒꎬω×(ω×ｒ)＝ ω

∧
(ω

∧
ｒ) (３)

式中:ω
∧
和ω

􀅰∧

分别代表斜对称矩阵ꎻ算子[ ×]表示

向量叉积ꎮ
因此二者相对运动特性推导为

ｘ
􀅰􀅰－２ω ｙ

􀅰－３ω２ｘ＝
Ｔｘ

ｍ
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􀅰􀅰＋ω２ｚ＝

Ｔｚ

ｍ

ì
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ï
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ï
ï

ï
ï
ï
ï

(４)

式中:ｍ 为追逐者质量ꎻＴｉ( ｉ ＝ ｘꎬｙꎬｚ)为其在 ３ 个

方向上的推力分量ꎮ ( ｒꎬ ｖ)的 １ 阶系统形式和 ｒ
的 ２ 阶系统形式分别为:

ｒ
􀅰

ｖ
􀅰
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êê
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ú
úú
＝
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Ｔ
ｍ

(５)

ｒ
􀅰􀅰＝Ｃ１ｒ＋Ｃ２ ｒ

􀅰＋ Ｔ
ｍ

(６)

式(５)和式(６)中 ０３×３和 Ｉ３ ×３分别为零矩阵和单位

矩阵ꎬ且:

Ｃ１ ＝
３ω２ ０ ０
０ ０ ０
０ ０ －ω２

é
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ê
ê
êê
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(７)

１.２　 交会轨迹优化

定义 交 会 轨 迹 优 化 ( ｒｅｎｄｅｚｖｏｕｓ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬＲＴＯ)的目标:追逐者消耗最少燃料

以最短时间内接近目标者[１５]ꎮ 假设初始和终端

条件分别为[ ｒ０ꎻν０]和[ ｒｆꎻνｆ]ꎻＲ 为实数集合ꎻＲｎ

为 ｎ 维实向量集合ꎻＲｎ＋ｍ为 ｎ×ｍ 实矩阵集合ꎻ终
端时间 ｔｆ为常数ꎬ控制变量和状态变量分别为 Ｔ∈
Ｒ３×１和[ｒꎬνꎬｍ]∈Ｒ７×１ꎬＲＴＯ 的 ＯＣＰ 表达[１６]为
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ｍｉｎｉｍｉｚｅ Ｊ ＝ ∫ｔ ｆ
０

Ｔ ｄｔ

ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ

ｍ
􀅰 ＝ － Ｔ

Ｉｓｐｇ０

Ｔ ≤ Ｔｍａｘ

ｒ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ ≥ Ｒｓ

[ｒꎬｖꎬｍ] Ｔ ｜ ｔ ＝ ０ ＝ [ ｒ０ꎬｖ０ꎬｍ０] Ｔ

[ｒꎬｖ] Ｔ ｜ ｔ ＝ ｔｆ
＝ [ ｒｆꎬｖｆ] Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(８)
式中:ｇ０为重力加速度ꎻＩｓｐ和 Ｔｍａｘ分别为发动机比

冲和最大推力ꎻＲｓ 为二者不会撞击的最小安全距

离(禁飞半径)ꎻ Ｔ 为推力大小ꎻＪ 为关于时间 ｔ
积分的目标函数ꎮ 同时ꎬ该问题的最优求解也会

因非线性项 Ｔ 、Ｔ / ｍ 和 ｒ 的存在而更复杂ꎮ

１.３　 ＲＴＯ 问题中的凸优化技术

１)目标函数的等价变换

上述问题在离散后会变为包含 Ｔ 的非线性

函数ꎬ因此引入松弛变量 ζ 来替换因子 Ｔ 以获

得新的目标函数 Ｊ１和约束分别为

ｍｉｎｉｍｉｚｅ Ｊ１ ＝ ∫　 ｔｆ
０
ζｄｔ

Ｔ ≤ ζꎬ０ ≤ ζ ≤ Ｔｍａｘ

ì

î

í
ïï

ïï
(９)

由于 Ｊ 到 Ｊ１的变换是等价的ꎬ则
Ｔ∗( ｔ) ＝ ζ∗( ｔ) (１０)

２)动力学约束的变量替换

定义线性中间变量来替换非线性项 Ｔ / ｍ:

γ＝ Ｔ
ｍ
ꎻ　 ρ＝ ｌｎｍꎻ　 σ＝ ζ

ｍ
(１１)

用 μ 替代常量 １ / ( Ｉｓｐｇ０)以简化动力学方程:

ｒ
􀅰＝ ｖꎬｖ

􀅰＝Ｃ１ｒ＋Ｃ２ｖ＋γꎻρ
􀅰＝ －μσ (１２)

假设控制变量和状态变量为 ｕ ＝ [γꎬσ] Ｔ ∈
Ｒ４×１和 ｘ＝[ｒꎬνꎬρ] Ｔ∈Ｒ７×１ꎬ则动力学约束[１７]为

ｘ
􀅰＝Ａｘ＋Ｂｕ (１３)

式中:

Ａ＝
０３×３ Ｉ３×３ ０３×１

Ｃ１ Ｃ２ ０３×１

０１×３ ０１×３ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎻＢ＝
０３×３ ０３×１

Ｉ３×３ ０３×１

０１×３ －μ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(１４)

因此:
‖γ‖≤σꎻ０≤σ≤Ｔｍａｘｅ

－ρ (１５)
设定 ρ ＝ ｌｎｍꎬ其下限 ρ０为 ｌｎ(ｍ０ －μＴｍａｘ ｔ)ꎬ泰

勒 １ 阶展开非线性项 ｅ－ｐꎬ以得到线性近似结果:
ｅ－ρ( ｔ)≈ｅ－ρ０( ｔ) －ｅ－ρ０( ｔ)(ρ( ｔ)－ρ０( ｔ))＝

ｅ－ρ０( ｔ)[１－(ρ( ｔ)－ρ０( ｔ))] (１６)

进一步得到:

ｍｉｎｉｍｉｚｅ Ｊ２ ＝ ∫ｔ ｆ
ｔ０

σ( ｔ)ｄｔꎬｍ( ｔ) ＝ ｍ０ｅ
－μＪ２ (１７)

其中ꎬ当燃料消耗最优时ꎬ即 Ｊ２取最小值等价于

ｍ( ｔ)取最大值ꎮ
３)禁飞约束的连续线性化

在 ＬＶＬＨ 坐标系中定义 ＮＣＶＸ＿ＲＴＯ１ 的禁飞

约束ꎬ如图 ２ 所示ꎮ 追逐者和目标者的距离为

ｒ ꎬ且应满足最小安全距离 Ｒｓꎮ

oT oT

P(rP)

rP r =Rs

Rs

r
r

r

x x

y y

z
z

oc
target target

chaser chaser

T 2

ref

	B
�L�+.N�
 	C
��+.N�


.N�

.N�


���

���


图 ２　 交会区域

禁飞区域表达如下ꎬ且 ｇ( ｒ)为位置矢量 ｒ 的

映射表达在参考点 ｒｒｅｆ处做 １ 阶泰勒展开[１８]:
ｒＴｒ≥Ｒ２

ｓ

ｇ(ｒ)＝ ｒＴｒ≈ｇ(ｒｒｅｆ)＋ｇ(ｒｒｅｆ)(ｒ－ｒｒｅｆ)＝ (ｒｒｅｆ)Ｔｒｒｅｆ＋
２(ｒｒｅｆ) Ｔ(ｒ－ｒｒｅｆ)＝ ２(ｒｒｅｆ) Ｔｒ－(ｒｒｅｆ) Ｔｒｒｅｆ≥Ｒ２

ｓ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１８)
同时ꎬ添加信赖域约束保证偏差范围:

ｒ－ｒｒｅｆ ≤ε (１９)
定义图 ２(ｂ)所示的分离超平面ꎬ其中末端点

Ｐ 被设置在区域边界:

ｒＴｐ ｒ＝Ｒ２
ｓ ꎬｒｐ ＝

ｒｒｅｆ

ｒｒｅｆ
Ｒｓ (２０)

因此ꎬ禁飞约束的线性表达为

ｒＴｐ ｒ≥Ｒ２
ｓ (２１)

ＮＣＶＸ＿ＲＴＯ１ 被转换为凸问题 ＣＶＸ＿ＲＴＯ２:

ｍｉｎｉｍｉｚｅ Ｊ２ ＝ ∫
ｔ ｆ

ｔ０

σ( ｔ)ｄｔ

ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ

ｘ
􀅰＝Ａｘ＋Ｂｕ
γ ≤σ

０≤σ≤Ｔｍａｘｅ
－ρ０( ｔ)[１－(ρ( ｔ)－ｐ０( ｔ))]

ｒＴｐ ｒ≥Ｒ２
ｓ ꎬ ｒ－ｒｒｅｆ ≤ε

ｘ( ｔ０)＝ ｘ０ꎬｘ( ｔｆ)＝ ｘｆ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(２２)
ＣＶＸ＿ＲＴＯ２ 可通过 ０ 阶保持(ＺＯＨ)等方法将

系统从连续无限维转化为离散有限维ꎬ进一步通

过凸优化技术在迭代中不断求解直至获得最优

解ꎮ 因此ꎬ后续引入 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 谱方法联合解决
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ＲＴＯ 问题ꎮ

２　 凸优化问题的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 离散

２.１　 ＲＴＯ 中的 １ 阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 伪谱法(ＦＢＰＳＭ)

将 ＦＢＰＳＭ 应用到 ＧＥＮ＿ＲＴＯ３ 以表达 １ 阶系

统中的状态变量 Ｐ:
Ｐ＝[ｘ(τ０)ꎬｘ′(τ１)ꎬ􀆺ꎬｘ′(τＮ)] Ｔ∈Ｒ(Ｎ＋１)×７

(２３)
状态变量 Ｘ 可通过 Ｐ 间接表示:

Ｘ＝[ｘ０ꎬｘ１ꎬ􀆺ꎬｘＮ] Ｔ ＝Ｂ１Ｐ∈Ｒ(Ｎ＋１)×７ (２４)

式中:Ｂ１ 为 １ 阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 谱积分矩阵ꎻＢ
􀅰１

ｋ(τ ｊ)表示

关于 τ 的 １ 阶导数ꎮ

由 Ｂ１ 和Ｂ
􀅰１

ｋ(τｊ)通过矩阵变换改写动力学约束

Ｉ１０Ｐ＝Ｆ０(Ｘ０ꎬＵ０)ꎬＰ ｉｎ ＝Ｆｉｎ(ＸｉｎꎬＵｉｎ) (２５)
式中:

Ｉ１０ ＝[Ｂ
􀅰１

０(τ０)　 Ｂ
􀅰１

１(τ０)　􀆺　 Ｂ
􀅰１

Ｎ(τ０)]∈Ｒ１×(Ｎ＋１)

Ｐ ｉｎ ＝[ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ′Ｎ] Ｔ∈ＲＮ×７

Ｘｉｎ ＝[ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘＮ] Ｔ∈ＲＮ×７

Ｕｉｎ ＝[ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕＮ] Ｔ∈ＲＮ×４

Ｆ(ＸｉｎꎬＵｉｎ)＝ κ[Ａｘ１＋Ｂｕ１ꎬＡｘ１＋Ｂｕ１ꎬ􀆺ꎬ

Ａｘ１＋Ｂｕ１] Ｔ∈ＲＮ×７

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(２６)

１ 阶微分 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 伪谱法(ＦＢＰＳＭ)和 １ 阶微

分伪谱法(ＦＤＰＳＭ)的变量规模相同[１９]ꎬ因此ꎬ网
格 τ∈ＬＮ 上的问题 ＧＥＮ＿ＲＴＯ３ 由 ＦＢＰＳＭ 转换后
重新表示:

Ｐ∈Ｒ(Ｎ＋１)×７ꎬＵ∈Ｒ(Ｎ＋１)×４ꎬτ∈ＬＮ (２７)
Ｘ＝Ｂ１Ｐ∈Ｒ(Ｎ＋１)×７ (２８)

ｍｉｎｉｍｉｚｅ　 ｗＴσ

ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ

Ｉ１０ＰＴ ＝Ｆ０(Ｘ０ꎬＵ０)

ＰＴ
ｉｎ ＝Ｆ ｉｎ(ＸｉｎꎬＵｉｎ)

Ｇ(Ｘ(－１)ꎬＸ(１))＝ ０
Ｈ(Ｘ(τ)ꎬＵ(τ))≤０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(２９)

式中:边界约束可简化为等式约束 Ｇ(Ｘ( － １)ꎬ
Ｘ(１)) ＝ ０ｅｑꎻ 路径约束可简化为不等式约束
Ｈ(Ｘ(τ)ꎬＵ(τ))≤０ｉｎｅｑꎻ零向量 ０ｅｑ和 ０ｉｎｅｑ的维数

取决于问题中的等式约束和不等式约束的个数ꎻ
Ｕ 为控制变量矩阵ꎮ
２.２　 ＲＴＯ 中的 ２ 阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 伪谱法(ＳＢＰＳＭ)

将 ＳＢＰＳＭ 应用到 ＧＥＮ＿ＲＴＯ３ 以表达 ２ 阶系
统中的状态变量 Ｖ 和控制变量 Ｕ１:
Ｖ＝[ｒ(τ０)　 ｒ″(τ１)　 􀆺　 ｒ″(τＮ－１)　 ｒ(τＮ)]Ｔ∈Ｒ(Ｎ＋１)×３

Ｕ１ ＝[γ(τ０)　 γ(τ１)　 􀆺　 γ(τＮ)]Ｔ∈Ｒ(Ｎ＋１)×３{
(３０)

Ｄ 和 Ｄ(λ)分别为 １ 阶和 λ 阶伪谱微分矩阵ꎬ
Ｂ２ 为 ２ 阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 谱积分矩阵ꎬ通过 Ｖ 间接表示

位置变量 Ｘ１∈Ｒ(Ｎ＋１)×３和速度变量 Ｘ２∈Ｒ(Ｎ＋１)×３:
Ｘ１ ＝Ｂ２Ｖ∈Ｒ(Ｎ＋１)×３

Ｘ２ ＝Ｘ′１ ＝ＤＸ１ ＝ＤＢ２Ｖ∈Ｒ(Ｎ＋１)×３

Ｘ
􀅰

２ ＝ＤＸ２ ＝Ｄ(２)Ｂ２Ｖ∈Ｒ(Ｎ＋１)×３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(３１)

设定 τｉ∈ＬＮꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮꎬ将上式简化为

Ｘ１ｉ ＝Ｘ１(τｉ)＝ ｒ(τｉ)
Ｘ２ｉ ＝Ｘ２(τｉ)＝ ｒ′(τｉ)
Ｕ１ｉ ＝Ｕ１(τｉ)＝ γ(τｉ)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(３２)

因此ꎬ网格 τ∈ＬＮ 上ꎬ动力学方程 ｒ
􀅰􀅰 ＝ Ｃ１ｒ＋

Ｃ２ｒ
􀅰＋γ 右侧重新表示为

ｆ(Ｘ１ｉꎬＸ２ｉꎬＵ１ｉ)＝ Ｃ１Ｘ１ｉ＋Ｃ２Ｘ２ｉ＋Ｃ３Ｕ１ｉꎬ
ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ (３３)
同时ꎬ借助 ＦＢＰＳＭ 处理关于 ρ 的 １ 阶微分方

程ꎬ则状态变量 Ｚ 和控制变量 Ｕ２:
Ｚ＝[ρ(τ０)　 ρ′(τ１)　 􀆺　 ρ′(τＮ)] Ｔ∈Ｒ(Ｎ＋１)×１

Ｕ２ ＝[σ(τ０)　 σ(τ１)　 􀆺　 σ(τＮ)] Ｔ∈Ｒ(Ｎ＋１)×１{
(３４)

决策变量 ρ 离散化为

Ｘ３ ＝Ｂ１Ｚ∈Ｒ(Ｎ＋１)×１

Ｘ
􀅰

３ ＝ＤＸ３ ＝ＤＢ１Ｚ{ (３５)

进一步简化表达:
Ｘ３ｉ ＝Ｘ３(τｉ)＝ ρ(τｉ)ꎬＵ２ｉ ＝Ｕ２(τｉ)＝ σ(τｉ)

(３６)
问题 ＳＢＰＳＭ＿ＲＴＯ 中状态变量和控制变量的

维数降低为(Ｎ＋１) ×４ꎬ因此ꎬ网格 τ∈ＬＮ 上ꎬ使用

ＳＢＰＳＭ 后 ＧＥＮ＿ＲＴＯ３ 重新表示为:
Ｖ∈Ｒ(Ｎ＋１)×３ꎻＺ∈Ｒ(Ｎ＋１)×１ꎻＸ＝[Ｖ　 Ｚ]∈Ｒ(Ｎ＋１)×４ꎻ
Ｕ１∈Ｒ(Ｎ＋１)×３ꎻＵ２∈Ｒ(Ｎ＋１)×１ꎻＵ＝[Ｕ１ 　 Ｕ２]∈

Ｒ(Ｎ＋１)×４ꎬτ∈ＬＮꎻ
Ｘ１ ＝Ｂ２Ｖ∈Ｒ(Ｎ＋１)×３ꎻＸ２ ＝ＤＢ２Ｖ∈Ｒ(Ｎ＋１)×３ꎻ

Ｘ３ ＝Ｂ１Ｚ∈Ｒ(Ｎ＋１)×１

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(３７)
ｍｉｎｉｍｉｚｅ　 ｗＴσ

ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ

Ｉ２０Ｖ＝Ｆ１(Ｘ１０ꎬＸ２０ꎬＵ１０)
Ｖｉｎ ＝Ｆ１ｉｎ(Ｘ１ｉｎꎬＸ２ｉｎꎬＵ１ｉｎ)

Ｉ２ＮＶ＝Ｆ１(Ｘ１ＮꎬＸ２ＮꎬＵ１Ｎ)

Ｉ１０Ｚ＝Ｆ２(Ｘ３０ꎬＵ２０)
Ｚ ｉｎ ＝Ｆ２ｉｎ(Ｘ３ｉｎꎬＵ２ｉｎ)
Ｇ(Ｘ(－１)ꎬＸ(１))＝ ０ꎬＨ(Ｘ(τ)ꎬＵ(τ))≤０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(３８)
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３　 ＲＴＯ 问题的序列凸化算法框架

经过前文离散化后ꎬ对一系列凸问题求解以获

得最优解{ｘ∗ꎬｕ∗}ꎮ 具体的算法步骤如下所示ꎮ
步骤 １:初始化ꎮ 设定初始和终端状态分别

为 ｘ０ ＝[ ｒ０ꎬν０]和 ｘｆ ＝[ ｒｆꎬνｆ]ꎬ时间区间为[ ｔ０ꎬｔｆ]ꎬ
追逐者的初始质量为 ｍ０ꎮ

步骤 ２:忽略禁飞约束ꎮ 设定初始轨迹 ｒ０ 并
作为初次迭代的参考轨迹 ｒｒｅｆꎮ

步骤 ３:迭代循环ꎮ 计算当前轨迹{ ｒｋꎬｕｋ}ꎬ计
算最大距离 Δｄｍａｘ ＝ ｒｋ－ｒｒｅｆ ꎬ达到最大迭代次数

或满足停止准则时停止ꎮ
步骤 ４:计算终端状态误差 ｅꎮ
步骤 ５:输出结果ꎮ 最优性能指标为 Ｊ∗ꎬ最优

轨迹和最优控制为{ｘ∗ꎬｕ∗}ꎮ
定义子问题 １(Ｓｕｂｐｒｏｂｌｅｍ １):由于本研究方

法在全局层面具有收敛性ꎬ且对初值不敏感ꎬ因此

求解开始时取消禁飞约束ꎬ获得初始轨迹ꎮ
ｘ０∈Ｒ７ꎬｕ０∈Ｒ４ꎬτ∈[－１ꎬ１]

ｍｉｎｉｍｉｚｅ　 Ｊ ＝ κ∫１
－１
σ ０(τ)ｄτ

ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ

ｘ
􀅰０(τ)＝ κ(Ａｘ０(τ)＋Ｂｕ０(τ))
γ０ ≤σ０

０≤σ０≤Ｔｍａｘｅ
－ρ０(τ)[１－(ρ０(τ)－ρ０(τ))]

ｘ０(τ０)＝ ｘ０ꎬｘ０(τｆ)＝ ｘｆ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(３９)
定义子问题 ２(Ｓｕｂｐｒｏｂｌｅｍ ２):如步骤 ２ꎬ最大

迭代次数为 ｉｔｅｒꎬｍａｘꎬ添加了全部约束后ꎬ第 ｋ 次迭

代的求解为

ｍｉｎｉｍｉｚｅ　 Ｊ ＝ κ∫１
－１
σ ｋ(τ)ｄτ

ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ

ｘ
􀅰ｋ(τ)＝ κ(Ａｘｋ(τ)＋Ｂｕｋ(τ))
γｋ ≤σｋ

０≤σｋ≤Ｔｍａｘｅ
－ρ０(τ)[１－(ρｋ(τ)－ρ０(τ))]

ｒＴｐ ｒｋ≥Ｒ２
ｓ

ｘｋ(τ０)＝ ｘ０ꎬｘｋ(τｆ)＝ ｘｆ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(４０)
式中:ｘｋ∈Ｒ７ꎻｕｋ∈Ｒ４ꎻτ∈[－１ꎬ１]ꎮ

算法流程如图 ３ 所示ꎮ

４　 结果分析

将本研究提出的方法与其他方法进行对比ꎬ
包括基于 １ 阶微分 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 伪谱法(ＦＢＰＳＭ)、基

于 ２ 阶微分 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 伪谱法( ＳＢＰＳＭ)、基于 １ 阶

微分 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 伪谱法 ( ＦＤＰＳＭ) 和 ０ 阶保持器

(ＺＯＨ)ꎮ 基于 ＬＶＬＨ 坐标系ꎬ设定表 １ 的无量纲

单元定义和表 ２ 的参数设置ꎬ其中地心引力常数

ＧＭ ＝ ３.９８６ ０１２×１０１４ ｍ３ / ｓ２ꎬ重力加速度 ｇ０ ＝ ９.８０７
ｍ / ｓ２ꎬ地球半径 Ｒｅ ＝ ６ ３７８.１４ ｋｍꎬ航天器轨道高度

Ｈ０ ＝ ６００ ｋｍꎬ航天器初始质量 Ｍ０ ＝ １ ０００ ｋｇꎮ
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图 ３　 基于 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 谱方法的 ＲＴＯ 求解

表 １　 无量纲单元及取值

无量纲单元 取值

长度 Ｌｕ Ｒｅ

速度 Ｖｕ ＧＭ / Ｒｅ

时间 Ｔｕ (Ｒｅ) ３ / ＧＭ

加速度 ａｕ ＧＭ / (Ｒｅ) ２

质量 Ｍｕ Ｍ０

推力 Ｆｕ ＧＭ / Ｒ２
ｅ

表 ２　 初始化参数设置

初始化参数 取值

初始质量 ｍ０ ＝ １ ０００ /Ｍｕ

初始和终端时间 ｔ０ ＝ ０ꎬｔｆ ＝ ５００ / Ｔｕ

初始和终端位置 ｒ０ ＝[０ꎬ－１００ꎬ０] / Ｌｕꎻｒｆ ＝[０ꎬ２０ꎬ０] / Ｌｕ

初始和终端速度 ｖ０ ＝[０ꎬ０ꎬ０] / Ｖｕꎻｖｆ ＝[０ꎬ０ꎬ０] / Ｖｕ

禁飞区域半径
Ｒｓ ＝ １０ / Ｌｕ(球形)

Ｒｙ ＝ １５ / ＬｕꎻＲｚ ＝ １０ / Ｌｕ(椭球)

推力大小区间 [Ｔｍｉｎ 　 Ｔｍａｘ] ＝[０　 １０ / Ｆｕ]

有效喷气速度倒数因子 μ＝Ｖｕ / ２ ０００

４.１　 不同网格点下的计算效率测试

以网格点数量为自变量ꎬ对不同方法的参数

指标和计算结果进行对比分析ꎬ包括计算效率和
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求解精度ꎮ 设置 ７ 组实验ꎬ每组分别为 ３０、６０、９０、
１２０、１５０、１８０ 和 ２１０ 个网格点ꎮ 以最优解的求解

总时间来评价计算效率:

Ｔｔｏｔａｌ＝(Ｔ ０
ｍｏｄｅｌ ＋ Ｔ ０

ｓｏｌｖｅｒ) ＋ ∑
Ｓｉｔｅｒ

ｋ ＝ １
(Ｔ ｋ

ｍｏｄｅｌ ＋ Ｔ ｋ
ｓｏｌｖｅｒ) ＋ Ｔｏｔｈｅｒ

(４１)

式中:(Ｔ ０
ｍｏｄｅｌ ＋Ｔ ０

ｓｏｌｖｅｒ)表示子问题 １ 的建模时间

和求解时间ꎻ中间项表示子问题 ２ 的建模时间和

求解时间ꎻＴｏｔｈｅｒ表示其余环节的总时间ꎮ 因此ꎬ
不同方法在不同网格点数量 Ｎ 下的总时间 Ｔ ｔｏｔａｌ、
位置误差 ｅ 和解的最优性评价 Ｊｏｂｊ的结果如表

３ 所示ꎮ

表 ３　 不同方法在不同网格点数量下统计结果

Ｎ
０ 阶保持器(ＺＯＨ)

基于 １ 阶微分
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ

伪谱法(ＦＤＰＳＭ)

基于 １ 阶微分
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ

伪谱法(ＦＢＰＳＭ)

基于 ２ 阶微分 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
伪谱法(ＳＢＰＳＭ)

Ｔｔｏｔａｌ / ｓ ｅ / ｍ Ｊｏｂｊ / ｋｇ Ｔｔｏｔａｌ / ｓ ｅ / ｍ Ｊｏｂｊ / ｋｇ Ｔｔｏｔａｌ / ｓ ｅ / ｍ Ｊｏｂｊ / ｋｇ Ｔｔｏｔａｌ / ｓ ｅ / ｍ Ｊｏｂｊ / ｋｇ

３０ ２０.０８５ ４１.６８５ ０.５７１ ５.５１１ ０.３０５ ０.５６９ ５.１６０ ０.３０５ ０.５６９ ５.０６８ ０.３０５ ０.５６９
６０ ２５.６２６ ２０.８０２ ０.５７０ ９.０４３ ０.３３８ ０.５７０ ９.９８１ ０.３３８ ０.５７０ ８.５８０ ０.３３８ ０.５７０
９０ ３２.４０４ １３.８００ ０.５６９ １０.７０２ ０.１８２ ０.５７０ １０.９３９ ０.１８２ ０.５７０ １０.７３３ ０.１８２ ０.５７０

１２０ ４２.０４５ １０.３３９ ０.５６７ １９.５３９ ０.１０３ ０.５７０ １７.７０６ ０.１０３ ０.５７０ １８.５７１ ０.１０３ ０.５７０
１５０ ５２.８７０ ８.２８３ ０.５６９ ６６.０３３ ０.１３５ ０.５６８ ２５.０６０ ０.００２ ０.５６９ ２１.６０９ ０.００２ ０.５６９
１８０ ６３.４７９ ７.０２４ ０.５６７ ７８.７３３ ０.０３５ ０.５６９ ２７.６５６ ０.０２２ ０.５６９ ２４.４９３ ０.０２２ ０.５６９
２１０ ７３.０３７ ５.９１６ ０.５６９ ９７.４４８ ０.３３６ ０.５６７ ３６.８３３ ０.０３５ ０.５６９ ３０.０６６ ０.０３５ ０.５６９

　 　 图 ４ 给出了 Ｎ ＝ ３０ 和 Ｎ ＝ １２０ 时ꎬ追逐者推力

分量和推力大小的变化曲线ꎮ 分析图 ４ 可知ꎬ推力

大小和松弛变量的变化趋势基本相同ꎮ 这说明松

弛问题的求解和原始问题等价ꎬ也证明了无损凸化

是可靠的ꎮ 同时ꎬ图 ４ 表明推力变化主要体现在 ｘ
方向和 ｙ 方向ꎬ符合航天器在 ｘＯｙ 平面上以燃料消

耗最小实现机动转移的特点ꎮ 除此之外ꎬ当网格点

数量较少时ꎬ推力变化缓慢且平稳ꎬ发动机耗时为

８０ ｓ 左右ꎻ当网格点数量较多时ꎬ航天器反应迅速ꎬ
发动机耗时只有 １５ ｓ 左右ꎮ 因此ꎬ可以尽量增加网

格点数量以保证约束问题得到更准确的最优解ꎬ
ＦＢＰＳＭ 和 ＳＢＰＳＭ 能够在较短时间内均保证较高

的求解效率ꎬ同时也保证较高求解精度ꎮ
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图 ４　 禁飞区域推力分量和大小的变化曲线

４.２　 不同条件下的灵敏度分析

进一步通过求解时间和迭代次数对不同方法

进行灵敏度测试ꎬ主要涉及网格点类型(ＬＧＬ 和

ＣＧＬ)和禁飞区域形状(球体形 Ｓｐｈｅｒｉｃａｌ 和椭球

形 Ｅｌｌｉｐｓｏｉｄ)ꎮ 在 ｙ 轴方向的初始位置添加扰动

以进行蒙特卡罗分析ꎬ评估不同方法在初始状态受

到扰动时的灵敏度特性ꎬＮ＝ ９０ 和 Ｎ＝ １５０ 扰动范围

为[－１ꎬ１]ꎮ 图 ５ 为在不同网格点类型和不同禁飞区

域形状下的总耗时对比ꎬ图 ６ 为在不同网格点类型

和不同禁飞区域形状下的迭代次数对比ꎮ
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图 ５　 不同网格点类型和禁飞区域形状下总

求解时间的变化曲线
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图 ６　 不同网格点类型和禁飞区域形状下

迭代次数的变化曲线

　 　 分析图 ５ 可知ꎬ本文研究方法 ( ＦＢＰＳＭ 和

ＳＢＰＳＭ)在求解时间上具有比 ＦＤＰＳＭ 更高的计算

优势ꎮ 究其原因ꎬ当网格点数量较多时 (Ｎ≥
１００)ꎬＦＤＰＳＭ 变现出急剧增长的平方增长趋势ꎬ
而 ＦＢＰＳＭ 和 ＳＢＰＳＭ 却始终保持变化平稳的线性

增长趋势ꎬ且 ＳＢＰＳＭ 的性能优于 ＦＢＰＳＭꎮ 分析

图 ６ 可知ꎬＦＢＰＳＭ 和 ＳＢＰＳＭ 可以将迭代次数控制

在 ５~８ 次即可求得最优解ꎬ且当网格点数量较多

时ꎬ二者求解速度和精度更优ꎮ
综上ꎬ本文研究方法(ＦＢＰＳＭ 和 ＳＢＰＳＭ)在以

下方面具有比 ＦＤＰＳＭ 更大的优势:１) ＦＢＰＳＭ 和

ＳＢＰＳＭ 的最优解求解时间短且过程稳定ꎬ同时适

应于网格点类型不同和禁飞区域不规则的情况ꎻ
２)当初始位置受到扰动时ꎬＦＢＰＳＭ 和 ＳＢＰＳＭ 同

样能保证较高的计算效率和求解精度ꎻ３)当条件

相同时ꎬＳＢＰＳＭ 的鲁棒性优于 ＦＢＰＳＭꎮ

５　 结语

提高航天器快速入轨和任务拓展对于节约

人力、物力成本具有重要意义ꎮ 本研究将凸优化

技术和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 谱方法相结合ꎬ创新地应用在航

天器 ＲＰＯ 任务中提出了一种基于凸优化技术的

航天器轨迹快速优化框架ꎮ 针对 ＲＰＯ 任务ꎬ这
项研究建立了二体相对运动的动力学模型ꎬ引入

最优控制理论并采用凸优化技术处理了 ＲＰＯ 任

务中的非线性约束ꎬ制定了 １ 阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 伪谱法

(ＦＢＰＳＭ)和 ２ 阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 伪谱法( ＳＢＰＳＭ)处理

动力学约束的理论框架ꎮ 该方法为航天器轨迹

的实时重构和快速优化提供了理论和技术支持ꎬ
对新型航天器的故障适应和任务拓展具有重要

价值ꎮ
(下转第 １５１ 页)
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