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一种含间隙的电梯横向振动行为分析
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摘　 要:以电梯的横向振动现象为研究对象ꎬ建立运动过程中的物理模型、力学模型和数学模型ꎮ 推导运动时的无量纲
方程ꎬ用四阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法ꎬ对数学模型进行数值仿真ꎮ 借助相图与 Ｐｏｉｎｃａｒé截面图分析在不同频率下电梯运动中存
在的倍化分岔和 Ｈｏｐｆ分岔ꎬ并给出由 Ｈｏｐｆ分岔进入混沌时的具体参数ꎮ 通过对参数的研究ꎬ给出降低电梯横向振动的
方法ꎬ为电梯的横向振动研究和电梯振动的优化提供理论参考ꎮ
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０　 引言

在电梯运行时ꎬ电机牵引电梯绳进而带动电
梯和导靴在导轨上运行ꎮ 在现实运行时ꎬ不可避
免地会出现导轨不平顺或者轿厢与悬架之间存在

间隙等因素而导致的振动ꎬ进而影响人们的乘坐
体验ꎮ 这种电梯发生横向振动的情况在使用时间
较长的电梯上尤为明显ꎮ 找出电梯发生振动的原
因并且降低这种振动的频次是必要的ꎮ

国内外学者对于如何降低电梯振动进行了一

些研究ꎮ 罗冠炜等[１]研究了一类 ２自由度含间隙
振动系统对冲周期碰撞运动的稳定性与局部分

叉ꎬ研究了周期碰撞运动经叉式分岔、倍化分岔和
“擦边”奇异性向混动转迁的分叉过程ꎬ并对内依
马克－沙克分岔和混沌形成的过程进行了分析ꎬ为
含间隙非线性系统的混沌运动分析提供了方向与

参考ꎻ李万祥等[２]用四阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ 法ꎬ通过对
单自由度含间隙系统进行仿真ꎬ首次证明单自由
度含间隙系统中不仅存在叉式分岔、倍周期分岔ꎬ
而且还存在 Ｈｏｐｆ 分岔ꎬ并且分析了 Ｈｏｐｆ 分岔形

成的过程ꎬ为含间隙非线性系统的 Ｈｏｐｆ分岔分析
提供了计算方法和技术参考ꎻ何奥迪等[３]针对航
空发动机内轴承内环的间隙建立了 ２ 自由度间隙
支承转子非线性动力学模型ꎬ为 ２ 自由度含间隙
非线性系统模型的建立提供了参考ꎻ包继虎等[４]

对变长度柔性提升系统钢丝绳横向振动建模进行

了分析ꎬ求得变长度提升绳横向振动位移和速度
响应ꎬ为变长度提升钢丝绳横向振动特性分析提
供了理论基础ꎬ也为后面针对提升绳对轿厢的横
向振动研究提供了学术基础ꎻ李海花[５]对电梯的
变刚度非线性振动进行了分析ꎬ研究了最大加速
度和加速度变化率对电梯纵向振动的影响ꎬ并找
到了最大加速度和加速度变化率的最佳取值ꎬ得
出为了满足乘坐的舒适感ꎬ必须使得加速度小于
最大加速度ꎬ加速度变化率小于最大加速度变化
率ꎬ但同时又要提高运行效率ꎬ所以只能限制运行
速度ꎻ张鹏[６]以电梯导靴为主ꎬ建立了轿厢－导
靴－导轨模型ꎬ分析得到了轿厢水平振动的时域和
频域仿真数据ꎬ进行了轿厢振动加速度的采集工
作ꎬ并与仿真数据进行了对比分析ꎬ最终结果表
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明ꎬ所建立的轿厢系统动力学模型可以较好地反
映轿厢振动响应特点ꎮ 西班牙学者 ＡＲＲＡＳＡＴＥ
等[７]在 １ ∶ １的绳系实验室模型上进行实验ꎬ建立
了一个由轿厢－配重－滑轮－绳索组成的组合 ５ 自
由度的模型ꎬ得出了驱动系统激励频率接近电梯
系统固有频率的结论ꎬ为本文进行电梯的建模提
供了理论参考ꎮ

ＳＡＮＴＯ 等[８]研究了电梯导轨变形产生的非
线性响应ꎬ并通过数值模拟对所研究数学模型的
非线性行为进行了分析ꎮ 日本学者 ＮＯＧＵＣＨＩ
等[９]提出了电梯在高速行驶时ꎬ水平振动的主要
来源之一是由于导轨的变形ꎻＹＡＯ等[１０]对垂直起
吊绳进行了动力分析ꎬ采用动力模拟方法ꎬ讨论了
吊装荷载对吊装接触网横向振动的影响ꎻ ＶＯ
等[１１]全面分析了橡胶空气弹簧的刚度模型ꎬ并对
其恢复力进行分析和构建ꎬ最终通过实验对所提
出的空气弹簧恢复力进行了评价ꎻ李占芳等[１２]根
据罐笼在罐道的运行情况建立了 ２ 自由度的罐笼
水平振动模型ꎬ在对罐道常见的几种缺陷形式分
析基础上ꎬ利用仿真将缺陷作为激励求得振动模
型的响应ꎬ提出了提升罐道在加速段和匀速段对
于相同故障的不同响应ꎻ徐璐等[１３]采用数值方
法ꎬ结合相图、截面图等探讨了磁悬浮转子与辅助
轴承接触瞬时系统的非线性动力学行为ꎬ研究了
不同参数对系统的影响ꎻ张丹伟等[１４]利用增量谐
波平衡法ꎬ研究了薄板在横向激振简谐力作用下
的非线性振动问题ꎬ并通过与得到的相图、频谱图
等进行对比得到验证ꎻ杨一帆等[１５]研究了一种新
型 ２自由度非线性能量阱ꎬ建立了非线性系统的
运动微分方程ꎬ运用数值方法对其进行分析ꎻＣＡＯ
等[１６]基于伯努利－欧拉理论建立了表示电梯导轨
的受迫振动微分方程ꎬ并利用 Ｄａｒｒｅｎ Ｂｅｌｌ 原理构
造了电梯导轨与轿厢的振动方程ꎬ得到导轨、导靴
和轿厢的耦合振动模型ꎻＪＩＡＮＧ 等[１７]考虑了电梯
绳质量、刚度、阻尼等时变特性ꎬ建立了曳引电梯
的动力学模型ꎬ分析了系统的动态特性ꎻ ＪＩＡＮＧ
等[１８]推导分析了电梯水平振动的动力学模型ꎬ研
究了导轨刚度对电梯水平振动的影响ꎻ殷勤[１９]为
了能够对高速电梯水平振动的特性进行准确分析

并提供有效控制方法ꎬ建立了动力学模型ꎬ找到了
可直接应用于工程问题的合理结构参数ꎮ 以上学
者们的研究在模型建立、理论基础、分析方法等方
面为本文提供了思路ꎮ

本文在忽略提升绳、各种阻尼与气流对电梯
轿厢产生横向力的前提下ꎬ主要研究电梯在长时

间使用以后轿厢与悬架之间由于内部力的影响产

生间隙ꎬ用数值法分析了存在间隙时轿厢产生的
横向振动ꎮ 选择一个周期截面分析频率的变化对
电梯横向振动的影响与不同参数下系统产生的周

期与混沌等运动行为ꎮ 这些分析会为电梯导轨的
参数设计与优化保养提供一定的理论参考ꎮ
１　 力学模型及其运动微分方程

对电梯运行时做出如下假设:
１) 提升绳在运动过程中不对电梯产生

横向力ꎻ
２) 各种阻尼与空气气流不对电梯产生

横向力ꎻ
３)驱动系统的激励频率和电梯系统的固有频

率相等ꎻ
４)只考虑轿厢与悬架之间的间隙ꎬ并将电梯

简化为一个双自由度含间隙的横向碰撞模型ꎮ
图 １所示为电梯的物理模型ꎬＳＡＮＴＯ 等对该

模型进行了验证ꎬ本文不再进行赘述ꎮ 将物理模
型通过公式转化得到力学模型ꎬ如图 ２ 所示ꎮ 其
中Ｍ１、Ｍ２分别为电梯轿厢和悬架的质量ꎬＸ１、Ｘ２分
别为电梯轿厢和悬架的横向位移ꎻＣ１、Ｃ２分别为提
升绳和轿厢在水平方向上的阻尼ꎻＫ１、Ｋ２、Ｋ３、Ｋ４分
别为提升绳与轿厢在水平方向上的刚度、导轨与
导靴在水平方向上的刚度、轿厢与左边悬架之间
的刚度和轿厢与右边悬架之间的刚度ꎻＤ 为轿厢
与悬架之间连接件Ｋ３、Ｋ４的间隙ꎮ 在受到外部力
的作用时ꎬ轿厢与悬架之间存在速度差ꎬ从而也就
存在位移差ꎬ当轿厢横向位移Ｘ１减去悬架横向位
移Ｘ２所得的差值大于间隙 Ｄ 时ꎬ轿厢与悬架之间
连接件的刚度为Ｋ４ꎻ当悬架横向位移Ｘ２减去轿厢
横向位移Ｘ１所得的差值大于间隙 Ｄ 时ꎬ轿厢与悬
架之间连接件的刚度为Ｋ３ꎮ 而当Ｘ１与Ｘ２之间差值
的绝对值小于间隙 Ｄ 时ꎬ轿厢与悬架不接触ꎬ两
者之间也没有刚度连接件ꎮ
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图 １　 电梯的物理模型
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图 ２　 电梯的力学模型

对模型进行受力分析ꎬ得到电梯在进行横向
振动时系统的运动微分方程为

Ｍ１Ｘ１
􀅰􀅰＋Ｃ１Ｘ１􀅰 －Ｃ１Ｘ２􀅰 ＋Ｋ１Ｘ１－Ｋ１Ｘ２＋Ｇ＝Ｐ１ｓｉｎ(θＴ＋τ)

Ｍ２Ｘ２
􀅰􀅰－Ｃ１Ｘ１􀅰 ＋(Ｃ１＋Ｃ２)Ｘ２􀅰 －Ｋ１Ｘ１＋(Ｋ１＋Ｋ２)Ｘ２＋Ｇ＝

Ｐ２ｓｉｎ(θＴ＋τ)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)
式中:Ｇ 表示轿厢和悬架之间的位移差与相应刚
度的乘积ꎻＴ为运动周期ꎬｓꎮ

Ｇ＝
Ｋ３(Ｘ１－Ｘ２＋Ｄ) Ｘ２－Ｘ１>Ｄ
０ Ｘ１－Ｘ２ ≤Ｄ
Ｋ４(Ｘ１－Ｘ２－Ｄ) Ｘ１－Ｘ２>Ｄ

ì

î

í

ï
ï

ïï
(２)

对于上述二阶微分方程进行无量纲化ꎬ得
ｘ􀅰􀅰１＋２ζｘ􀅰１－２ζｘ２􀅰＋ｘ１－ｘ２＋ｇ＝(１－ｆ)ｓｉｎ(ωｔ＋φ)
μｍｘ
􀅰􀅰
２＋２ζｘ１􀅰＋２ζ(１＋μｃ)ｘ２􀅰－ｘ１＋(１＋μｋ)ｘ２＋ｇ＝ｆｓｉｎ(ωｔ＋φ){

(３)

ｇ＝
μｋ３(ｘ１－ｘ２＋ｄ)　 ｘ２－ｘ１>ｄ
０　 　 　 　 ｘ１－ｘ２ ≤ｄ
μｋ４(ｘ１－ｘ２－ｄ)　 ｘ１－ｘ２>ｄ

ì

î

í
ïï

ïï
(４)

式中:μｋｉ ＝ Ｋ ｉＫ１ ꎬ ｉ ＝ ２ꎬ３ꎬ４ꎻ μｃ ＝
Ｃ２
Ｃ１
ꎻμｍ ＝Ｍ２Ｍ１ ꎻω ＝

θ
　 Ｍ１
Ｋ１
ꎻ ζ ＝ Ｃ１

２ 　 Ｋ１Ｍ１
ꎻ ｆ ＝ Ｐ２

Ｐ１＋Ｐ２ ꎻ ｔ ＝ Ｔ
　 Ｋ１
Ｍ１
ꎻ

ｘｉ ＝ Ｘ ｉＫ１Ｐ１＋Ｐ２ ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎻ ｄ＝
ＤＫ１
Ｐ１＋Ｐ２ꎮ

２　 进入混沌的道路以及参数的影响

结合电梯轿厢与悬架质量比、导轨和悬架之间
的刚度与轿厢和悬架之间的刚度比、轿厢和提升绳
之间的刚度与轿厢和悬架之间的刚度比等等ꎬ取得
下面一系列数据:μｍ ＝２５ꎻ ζ＝０.２２３ꎻ μｃ ＝０.３２５ꎻ μｋ２ ＝
１３.１４ꎻ μｋ３ ＝１００ꎻ μｋ４ ＝１ꎻ φ＝０.５ꎻ ｆ＝０.０１ꎮ

在间隙取 ｄ＝ ０.０１时ꎬ用四阶龙格库塔法计算
出ｍ１在 ω＝[２.５ꎬ４.５]区间内速度动态响应分岔图
如图 ３所示ꎮ

由分岔图可以看出ꎬ随着 ω的增大ꎬ系统由单

图 ３　 分岔图

周期经过 Ｈｏｐｆ 分岔进入混沌ꎬ接着通过逆
Ｈｏｐｆ分岔又变回单周期ꎻ随着 ω 的继续增大ꎬ系
统经历二周期运动、四周期运动、八周期运动进入
混沌ꎻω继续增大ꎬ系统由混沌经过逆倍化变为八
周期运动、四周期运动最终进入二周期运动ꎮ
２.１　 系统的 Ｈｏｐｆ分岔及通向混沌的道路

图 ４为 Ｈｏｐｆ分岔图ꎮ

图 ４　 Ｈｏｐｆ分岔图

由图 ４可以看出ꎬ系统在 ω＝２.９５０附近产生了
Ｈｏｐｆ分岔ꎬ并且随着 ω增大ꎬ系统在 ω＝３.０００附近
进入混沌ꎬ随后在 ω ＝ ３.３５０ 附近进入稳定的单周
期ꎮ 下面结合 Ｐｏｉｎｃａｒé截面图进行分析(图 ５)ꎮ
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图 ５　 Ｐｏｉｎｃａｒé截面图

当 ω≤２.９００ 时ꎬ系统处于稳定的单周期运
动ꎬ如图 ４和图 ５(ａ)所示ꎻ随着 ω 的增加ꎬ当 ω ＝
２.９５５时ꎬＰｏｉｎｃａｒé截面上呈现出一个光滑的吸引
不变圈ꎬ如图 ５(ｂ)所示ꎬ此时发生 Ｈｏｐｆ 分岔ꎻ当
ω＝ ２.９８０时ꎬＰｏｉｎｃａｒé 截面上呈现出一个概周期
圈ꎬ如图 ５(ｃ)所示ꎬ此时系统处于概周期运动ꎻ当
ω＝ ２.９８１时ꎬＰｏｉｎｃａｒé 截面上概周期圈破裂ꎬ系统
处于锁相状态ꎬ如图 ５(ｄ)所示ꎻω＝ ２.９８５ 时ꎬ锁相
变得凝实且变尖ꎬＰｏｉｎｃａｒé 截面上呈现出一个变形
的概周期圈ꎬ如图 ５(ｅ)所示ꎻ随着 ω的继续增加ꎬ变
形的概周期圈破裂ꎬ形成变形的锁相ꎬ如图 ５(ｆ)所
示ꎬ此时的锁相与 ω ＝ ２.９８１ 时的锁相相比ꎬ棱角变
尖ꎻω继续变大ꎬ锁相圈破裂ꎬ系统进入混沌ꎮ
２.２　 系统的倍化分岔及通向混沌的道路

图 ６为倍化分岔图ꎮ

图 ６　 倍化分岔图

由图 ６ 分岔图可以看到系统在 ω ＝ [３.３５０ꎬ
３.５４０]区间内进行稳定的单周期运动ꎬ随着 ω 增
大ꎬ系统发生倍化分岔变为二周期运动ꎬ接着再次
发生倍化分岔变为四周期运动ꎬ随着 ω 持续增大
系统再次发生倍化分岔变为八周期运动并且很快

进入混沌运动ꎮ ω 继续增大ꎬ系统再出现了周期
窗口ꎬ在周期窗口结束之后ꎬ系统又进入混沌ꎬ混

沌结束后系统发生逆倍化变为八周期运动ꎬ又
经历两次逆倍化ꎬ系统经过四周期运动最终变
为稳定的二周期运动ꎮ 为了更详尽地观察图
形性质ꎬ下面结合 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图与相图进行
分析(图 ７) ꎮ
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图 ７　 Ｐｏｉｎｃａｒé截面图和相图

图 ７(ａ)中 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面上有 ２个点ꎬ图 ７(ｂ)
相图出现 ２个圈ꎬ表示系统在 ω ＝ ３.６００ 时做二周
期运动ꎻ图 ７ ( ｃ)中 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面上有 ４ 个点ꎬ
图 ７(ｄ)相图出现 ４ 个圈ꎬ表示系统在 ω ＝ ３.６００
时做四周期运动ꎻ图 ７(ｅ)中 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面上无数
个不规则分布的点ꎬ图 ７( ｆ)中相图被无数个圈充
满ꎬ表示系统在 ω ＝ ３. ８００ 处处于混沌状态ꎻ
图 ７(ｇ)中 Ｐｏｉｎｃａｒé截面上有 ２０ 个点ꎬ图 ７(ｈ)中
相图上出现 ２０ 个圈ꎬ此时系统处于周期窗口ꎻ
图 ７(ｉ)中 Ｐｏｉｎｃａｒé截面上有 ８ 个点ꎬ图 ７( ｊ)中相
图存在 ８个圈ꎬ表示 ω＝ ４.１００ 时系统通过混沌进
行逆倍化进入八周期运动ꎻ图 ７(ｋ)中 Ｐｏｉｎｃａｒé 截
面上有 ４个点ꎬ图 ７(ｌ)中相图存在 ４个圈ꎬ代表系
统在 ω ＝ ４.１５０ 时处于四周期运动ꎻ图 ７ (ｍ)中
Ｐｏｉｎｃａｒé截面上有 ２个点ꎬ图 ７(ｎ)中相图上出现
２个圈ꎬ此时系统通过逆倍化进行稳定的二周期
运动ꎮ
２.３　 不同阻尼比对系统的影响

图 ８为加大阻尼比之后的部分分岔图ꎮ 对比
图 ６分岔图ꎬ很容易看出在加大阻尼比之后ꎬ分岔
图的周期窗口增多ꎬ混沌变为阵发混沌ꎬ混沌占比
减小ꎬ稳定的周期运动增多ꎮ

图 ８　 大阻尼比分岔图

３　 结语

１)通过对电梯系统进行仿真ꎬ发现随着激振
频率的变化ꎬ系统由稳定周期通过倍化分岔再经
过 Ｈｏｐｆ分岔进入混沌运动ꎬ在混沌运动期间通过

周期窗口再返回混沌ꎬ又经过逆倍化分岔变回稳
定的二周期运动的过程ꎮ

２)通过对以上分岔图、相图和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面
图的研究发现ꎬ在激振频率处于不同数值时ꎬ系统
的运动性质不同ꎮ 比如在某些激振频率下ꎬ系统
的稳定周期运动比较多ꎬ而在某些激振频率下ꎬ系
统的混沌运动比较多ꎬ在混沌运动时ꎬ系统的速度
变化很大且不可预判ꎬ若长期在这个范围内运行ꎬ
会对电梯和人的乘坐体验产生不好的影响ꎬ应该
尽量避免在这个区间运行ꎮ 通过对不同阻尼比时
的分岔图进行比较ꎬ可以得出在阻尼比较大时电
梯运行处于混沌的区间比较短ꎬ此结论可以为制
造商在生产电梯时提供一个参数选择和材料选取

的方向ꎮ
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