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二级齿轮系统非线性振动研究
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摘　 要:在考虑齿侧间隙等非线性因素的基础上ꎬ建立齿轮系统的振动数学模型ꎬ并对该模型进行数值求解ꎬ得到了该

模型的分岔图ꎮ 通过对分岔图的分析ꎬ发现齿轮系统随着转速、阻尼比、扭转阻尼比的变化表现出复杂多样的动力学特

性ꎮ 系统随着转速的变化会发生倍化分岔和 Ｈｏｐｆ 分岔ꎬ通过 Ｈｏｐｆ 分岔—锁相进入混沌ꎻ随着阻尼比的变化会发生激

变ꎬ最终通过倍周期分岔进入混动ꎮ
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０　 引言

齿轮已经被广泛地应用在机械传动领域ꎬ而
齿轮的振动直接或间接地影响着整个机械传动性

能的好坏ꎮ 人们对齿轮传动系统中的齿轮振动做

了大量的研究与分析ꎬ已经得到了很多的重要结

论[１－８]ꎮ 由于齿轮传动系统[９－１８] 结构复杂ꎬ主要

包括齿侧间隙、轴侧间隙、传动误差、时变刚度等

因素ꎬ从而使齿轮传动系统表现出非常强的非线

性特性ꎮ 齿轮的非线性振动在很大程度上影响着

机械系统工作的稳定和寿命ꎬ因此有必要对齿轮

系统的非线性振动进行大量的研究与分析ꎬ在此

基础上可以设计出高效率的齿轮传动系统ꎬ从而

可以满足在不同的机械传动系统中对齿轮振动的

要求ꎮ 大多数文献只考虑了齿侧间隙、传动误差、
时变刚度对系统分岔特性的影响ꎬ而本文的创新

点是不仅考虑了齿侧间隙、传动误差、时变刚度ꎬ
而且考虑了中间轴承的转动转矩等因素ꎬ在此基

础上建立了齿轮系统的振动模型ꎬ并分析了转动

转矩等参数对齿轮系统的分岔特性ꎬ为类似齿轮

系统的设计和稳定工作提供参考ꎮ

１　 齿轮系统振动模型

图 １ 是本文要研究的齿轮系统实物ꎬ 图 ２是
把齿轮系统实物简化后的力学模型ꎮ 齿轮 １ 与齿

轮 ２ 啮合ꎬ齿轮 ２ 与齿轮 ３ 在同一个轴上ꎬ齿轮 ３
与齿轮 ４ 啮合ꎮ Ｉｉ( ｉ＝ １~４)ꎬＲ ｉ ＝ ( ｉ ＝ １~ ４)ꎬθｉ( ｉ ＝
１~４)分别为各齿轮的转动惯量、基圆半径、扭转

角位移ꎻＫ ｉ ＝ ( ｔ
－
) ( ｉ ＝ １ ~ ２)为时变啮合刚度ꎻＣ ｉ ＝

２ξｉ
ｋａｖｉ

ｍｉ
( ｉ＝ １~２)为啮合处的啮合阻尼(其中 ξｉ、

ｋａｖｉ、ｍｉ 分别为阻尼比、平均啮合刚度、等效质量)ꎻ
Ｋｎ 是齿轮 ２ 与齿 轮 ３ 所 在 轴 的 扭 转 刚 度ꎻ

Ｃｎ ＝ ２ξｎ
ｋｎａ

ｍｎａ
是齿轮 ２ 与齿轮 ３ 所在轴的扭转阻

尼(其中 ξｎ、ｋｎａ、ｍｎａ分别为扭转阻尼比、平均扭转

刚度、等效质量)ꎻ２ｂ
－

ｉ( ｉ＝ １~ ２)为各齿轮对的齿侧
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间隙ꎻｅ
－

ｉ( ｔ
－
) ( ｉ ＝ １ ~ ２)为各齿轮对的综合啮合误

差ꎻＴ１( ｔ
－
)为齿轮 １ 的输入转矩ꎻＴ４( ｔ

－
)为齿轮 ４ 的

输出转矩ꎮ

图 １　 齿轮系统实物图
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图 ２　 齿轮系统力学模型图

１.１　 齿轮系统的振动微分方程

根据图 ２ 所标的方向ꎬ得到该模型的力学振

动方程为

　

Ｉ１θ″１＋Ｒ１Ｃ１(Ｒ１θ′１＋Ｒ２θ′２＋ｅ１
－
′( ｔ

－
))＋Ｒ１Ｋ１( ｔ

－
)ｇ１

－
(Ｒ１θ１＋Ｒ２θ２＋ｅ１

－
( ｔ

－
)ꎬｂ１

－
)＝ Ｔ１( ｔ

－
)
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－
′( ｔ

－
))＋Ｒ２Ｋ１( ｔ

－
)ｇ１

－
(Ｒ１θ１＋Ｒ２θ２＋ｅ１

－
( ｔ

－
)ꎬｂ１

－
)＋Ｃｎ(θ′２－θ′３)＋Ｋｎ(θ２－θ３)＝ ０

Ｉ３θ″３＋Ｒ３Ｃ２(Ｒ３θ′３＋Ｒ４θ′４＋ｅ２
－
′( ｔ

－
))＋Ｒ３Ｋ２( ｔ

－
)ｇ２

－
(Ｒ３θ３＋Ｒ４θ４＋ｅ２

－
( ｔ

－
)ꎬｂ２

－
)－Ｃｎ(θ′２－θ′３)－Ｋｎ(θ２－θ３)＝ ０

Ｉ４θ″４＋Ｒ４Ｃ２(Ｒ３θ′３＋Ｒ４θ′４＋ｅ２
－
′( ｔ

－
))＋Ｒ４Ｋ２ ｇ２

－
(Ｒ３θ３＋Ｒ４θ４＋ｅ２

－
( ｔ

－
)ꎬｂ２

－
)＝ Ｔ４( ｔ

－
)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１)

式中:(􀅰) ′、(􀅰) ″是对ｔ
－
求导ꎻ

ｇ
－

１(Ｒ１θ１＋Ｒ２θ２＋ｅ
－

１( ｔ
－
)ꎬｂ

－

１)＝

Ｒ１θ１＋Ｒ２θ２＋ｅ
－

１( ｔ
－
)－ｂ

－

１ Ｒ１θ１＋Ｒ２θ２＋ｅ
－

１( ｔ
－
)>ｂ

－

１
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－

１( ｔ
－
) ≤ｂ

－

１

Ｒ１θ１＋Ｒ２θ２＋ｅ
－

１( ｔ
－
)＋ｂ

－

１ Ｒ１θ１＋Ｒ２θ２＋ｅ
－

１( ｔ
－
)<－ｂ

－

１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ｇ
－

２(Ｒ３θ３＋Ｒ４θ４＋ｅ
－

２( ｔ
－
)ꎬｂ

－

２)＝

Ｒ３θ３＋Ｒ４θ４＋ｅ
－

２( ｔ
－
)－ｂ

－

２ Ｒ３θ３＋Ｒ４θ４＋ｅ
－
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－
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－

２
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－
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－
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－

２
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－
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－
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－

２( ｔ
－
)<－ｂ

－

２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

分别为各齿轮对所对应的分段线性位移函数ꎮ
现将扭转角位移转化为相对位移ꎬ令

Ｐ１ ＝Ｒ１θ１＋Ｒ２θ２＋ｅ
－

１( ｔ
－
)

Ｐ２ ＝Ｒ２θ２－Ｒ２θ３

Ｐ３ ＝Ｒ３θ３＋Ｒ４θ４＋ｅ
－

２( ｔ
－
)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

则式(１)变形为式(２):

Ｐ″１＋Ｃ１
１
ｍ１

＋ １
ｍ２

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｐ′１＋Ｋ１( ｔ

－
) １

ｍ１
＋ １
ｍ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ

－

１(Ｐ１ꎬｂ
－

１)＋
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２

Ｐ′２＋
Ｋｎ

ｍ２Ｒ２
２

Ｐ２ ＝
Ｔ１( ｔ

－
)

Ｒ１ｍ１
＋ｅ

－

１″( ｔ
－
)
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Ｃ１

ｍ２
Ｐ′１－

Ｃ２Ｒ２

ｍ３Ｒ３
Ｐ′３＋

Ｋ１( ｔ
－
)

ｍ２
ｇ
－

１(Ｐꎬｂ
－

１)－
Ｋ２( ｔ

－
)Ｒ２

ｍ３Ｒ３
ｇ
－

２(Ｐ３ꎬｂ
－

２)＋Ｃｎ
１

ｍ２Ｒ２
２

＋ １
ｍ３Ｒ２

３

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｐ′２＋Ｋｎ

１
ｍ２Ｒ２

２

＋ １
ｍ３Ｒ２

３

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｐ２ ＝ ０

Ｐ″３＋Ｃ２
１
ｍ３

＋ １
ｍ４

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｐ′３＋Ｋ２( ｔ

－
) １

ｍ３
＋ １
ｍ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ２

－
(Ｐ３ꎬｂ

－

２)－
Ｃｎ

ｍ３Ｒ２Ｒ３
Ｐ′２－

Ｋｎ

ｍ３Ｒ２Ｒ３
Ｐ２ ＝

Ｔ４( ｔ
－
)

Ｒ４ｍ４
＋ｅ

－

２″( ｔ
－
)

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
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(２)
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式中 ｍｉ ＝
Ｉｉ
Ｒ２

ｉ

( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４)为相对质量ꎮ

齿轮啮合刚度 Ｋ１( ｔ
－
)ꎬＫ２( ｔ

－
)随着齿轮的转动

呈周期变化ꎬ其周期函数可以展成傅里叶级数ꎬ取
３ 次谐波形式如下:

Ｋ１( ｔ
－
)＝ ｋａｖ１＋ｋａ１１ｃｏｓ(ωｈ１ ｔ

－
＋τ１１)＋ｋａ１２ｃｏｓ(２ωｈ１ ｔ

－
＋τ１２)＋

ｋａ１３ｃｏｓ(３ωｈ１ ｔ
－
＋τ１３)

Ｋ２( ｔ
－
)＝ ｋａｖ２＋ｋａ２１ｃｏｓ(ωｈ２ ｔ

－
＋τ２１)＋ｋａ２２ｃｏｓ(２ωｈ２ ｔ

－
＋τ２２)＋

ｋａ２３ｃｏｓ(３ωｈ２ ｔ
－
＋τ２３)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(３)
式中:ｋａｖｉ为平均啮合刚度ꎻωｈｉ为啮合频率ꎻτｉｊ为啮

合刚度的 ｊ 阶初相ꎻｋａｉｊ为谐波分量系数( ｉ＝ １ꎬ２ꎻｊ＝
１ꎬ２ꎬ３)ꎮ

取各齿轮对的啮合误差为

ｅ
－

１( ｔ
－
)＝ ｅａ１ｃｏｓ(ωｈ１ ｔ

－
＋θ１)

ｅ
－

２( ｔ
－
)＝ ｅａ２ｃｏｓ(ωｈ２ ｔ

－
＋θ２)

{ ꎬ

式中 ｅａ１和 ｅａ２为啮合误差幅值ꎮ

１.２　 齿轮系统的运动微分方程

式(２)中齿轮系统各个参数的量级相差很大会

出现大数吃掉小数的情况ꎬ从而影响方程的解ꎬ因

此需要对式(２)进行无量纲处理ꎮ 令 ｔ ＝ ωｃ ｔ
－
ꎬ(ωｃ

为齿轮系统的固有频率ꎬｂｃ 为位移尺度)ꎬｘｉ ＝
Ｐ ｉ

ｂｃ
ꎬ

ｂ ｊ ＝
ｂ
－

ｊ

ｂｃ
ꎬ ｅｊ ( ｔ) ＝

ｅ
－

ｊ( ｔ
－
)

ｂｃ
( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ ｊ ＝ １ꎬ２)ꎬｍ１２ ＝

ｍ１ｍ２

ｍ１＋ｍ２
ꎬｍ３４ ＝

ｍ３ｍ４

ｍ３＋ｍ４
ꎬｗｎ１ ＝

ｋｖａ１

ｍ１２
ꎬｗｎ２ ＝

ｋｖａ２

ｍ３４
ꎬ对

式(２)进行无量纲化ꎬ其中(􀅰
􀅰
)、(􀅰

􀅰􀅰
)分别为对 ｔ

求导得

ｘ
􀅰􀅰

１＋２ξ１１ ｘ
􀅰
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ξ１１ꎻξ２２ ＝
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Ｋ１( ｔ
－
)
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ｃ

＝
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ｃ

[１＋ε１１ｃｏｓ(ω１ｔ＋τ１１)＋
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－
)
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ｃ
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ꎮ

２　 齿轮系统的分岔与混沌分析

表 １ 是齿轮系统中各个齿轮的实际参数ꎬ固
有频率为 ９ ８７４ꎮ 为了对齿轮系统的运动分岔特

性进行研究ꎬ本文取系统的一组基本参数为:ε１１ ＝
０.３０ꎻε１２ ＝ －０.１８ꎻε１３ ＝ ０.０４ꎻε２１ ＝ ０.３０ꎻε２２ ＝ －０.１８ꎻ
ε２３ ＝ ０.０４ꎻ ｆ１ ＝ ０.０４６ ２ꎻ ｆ２ ＝ ０.１８５ ０ꎮ

表 １　 齿轮系统实际参数

参数 齿轮 １ 齿轮 ２ 齿轮 ３ 齿轮 ４

基圆半径 Ｒ / ｍ ０.１０ ０.０５ ０.１０ ０.０５

转动惯量 Ｉ /
(ｋｇ􀅰ｍ２) ０.０７４ ０ ０.００４ ６ ０.０３７ ５ ０.００２ ３

啮合刚度 Ｋ /
(Ｎ􀅰ｍ－１) ５×１０８ — ２.５×１０８ —

啮合阻尼 Ｃ /
(Ｎ􀅰ｓ􀅰ｍ－１) ２ ７２１ — １ ３６０ —

２.１　 ω１ 改变时齿轮系统的动力学特性

图 ３ 展示了齿轮系统在相对阻尼比 ξ２ 取不

同数值时ꎬ随转速 ω１ 变化的动力学特征ꎬ其中扭

转阻尼比为 ξｎ ＝ ０.００６ꎮ

􀅰０３􀅰
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图 ３　 转速分岔图

　 　 在图 ３(ａ)中可以得知ꎬ齿轮系统在转速 ω１>
２.４３３ ５ 时都在做稳定的周期运动ꎬ而在转速 ω１ ＝
３.８９２ ５、ω１ ＝ ２.５５３ ５ 时分别发生了倍化分岔ꎬ在
转速 ω１ ＝ ２.４３３ ５ 时发生 Ｈｏｐｆ 分岔ꎬ当转速 ω１ 的

取值连续变小时ꎬ齿轮系统最终通过 Ｈｏｐｆ 分岔－
锁相进入混沌运动ꎮ 随后齿轮系统由混沌运动变

为稳定的周期运动ꎬ分别在转速 ω１ ＝ ２.３０３ ５、ω１ ＝
１.８８２ ５、ω１ ＝ １.８４８ ２ 处再次发生倍化分岔ꎬ在转

速 ω１ ＝ ２.４３３ ５ 时发生 Ｈｏｐｆ 分岔ꎬ当转速 ω１ 的取

值继续连续变小时ꎬ齿轮系统再次通过 Ｈｏｐｆ 分
岔－锁相进入混沌运动ꎮ

从图 ３ 的 ３ 幅图中还可以得出以下规律:当

相对阻尼比 ξ２ 在一定范围内变大时ꎬ齿轮系统第

一次发生倍化分岔的分岔点在一定范围内在变

小ꎬ图 ３(ａ)—图 ３(ｃ)的分岔临界点 ω１ 的取值分

为 ３.８９２ ５、３.８６１ ３、３.８１４ ５ꎬ而随着转速 ω１ 在

[１.５００ ０ꎬ２.０００ ０]内取值时齿轮系统的混沌运动

与拟周期运动的范围先变大后再变小ꎬ转速 ω１ 在

[２.２００ ０ꎬ２.６００ ０]内取值时齿轮系统的混沌运动

与拟周期运动的范围渐渐消失ꎮ
２.２　 ξ２改变时齿轮系统的动力学特性

图 ４ 展示了齿轮系统在扭转阻尼比 ξｎ 取不

同数值时ꎬ随阻尼比 ξ２ 变化的动力学特征ꎬ其中

转速 ω１ ＝ １.７００ ０ꎮ
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图 ４　 阻尼比分岔图

　 　 从图 ４(ａ)中可以得知ꎬ当阻尼比 ξ２ ＝ ０.０５４ ７
时系统发生激变ꎬ从周期 ４ 运动变为周期 ３ 运动ꎬ
随着 ξ２ 继续减小系统通过倍周期分岔进入混沌

运动ꎻ当阻尼比 ξ２ ＝ ０.０２９ ５ 时系统又从混沌运动

变为周期 ２ 运动ꎮ 从图 ４ 的 ３ 幅图中还可以得出

以下规律:当扭转阻尼比 ξｎ 在一定范围内变大

时ꎬ系统随着阻尼比 ξ２ 在[０ꎬ０.０２８]内取值时齿

轮系统从周期 ２ 运动变为周期 １ 运动ꎬ在[０.０２８ꎬ
０.０３４]内取值时齿轮系统的混沌运动范围先变大

后变小ꎮ
２.３　 ξｎ 改变时齿轮系统的动力学特性

图 ５ 展示了齿轮系统在转速 ω１ 取不同数值

时ꎬ随扭转阻尼比 ξｎ 变化的动力学特征ꎬ其中相

对阻尼比 ξ２ ＝ ０.０３０ ０ꎮ
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图 ５　 扭转阻尼比分岔图

　 　 从图 ５ 中可以得出以下规律:随着转速 ω１ 在

一定范围内变大时ꎬ当扭转阻尼比 ξｎ 在[０ꎬ０.１０]
内取值时ꎬ系统首先为周期 １ 运动ꎬ随后周期 １ 运

动范围渐渐变小ꎬ混沌运动范围渐渐变大ꎬ最终系

统变为混沌运动ꎮ

３　 结语

１)在考虑齿侧间隙、传动误差、时变刚度及中

间轴承的转动转矩等因素的基础上ꎬ建立了齿轮

系统的非线性动力学模型ꎬ并编写 Ｃ 语言程序得

到了该模型的数值解ꎬ通过对数值求解的分析发

现系统存在丰富的分岔特性ꎮ
２)分析了系统随转速 ω１、阻尼比 ξ２、扭转阻

尼比 ξｎ 变化时ꎬ齿轮系统动力学特征的变化ꎬ发
现系统在其他参数不变的情况下会随着转速 ω１

的变化而发生倍化分岔和 Ｈｏｐｆ 分岔ꎬ最终通过

Ｈｏｐｆ 分岔—锁相进入混沌ꎻ随着阻尼比 ξ２的变化

会发生激变ꎬ最终通过倍周期分岔进入混动ꎮ
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