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不同激励幅值下压电调谐吸振器性能数值分析
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摘　 要:对压电调谐吸振器进行理论分析时ꎬ一般会将其主系统假设为线性的ꎬ使得即使系统结构不变、仅在外界激励

改变时ꎬ共振频率也会有所偏移ꎮ 因此将常见结构中存在的非线性因素引入单自由度动力学方程ꎬ运用增量谐波平衡

法求得传递率的近似解ꎻ探究激励幅值变化时ꎬ压电调谐吸振器的失效现象ꎬ并给出相应电路参数调整的解决方案ꎮ
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０　 引言

振动作为常见的对机械有害的现象已引起重

视ꎬ在预防振动危害的方法中ꎬ动力吸振器作为一种

能有效减轻结构振动响应的装置得到了广泛的研

究和关注ꎮ 近年来ꎬ压电调谐吸振器(ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ
ｔｕｎｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｂｓｏｒｂｅｒｓꎬＰＴＶＡ)作为机械调谐吸

振器的替代方案是因为其没有运动部件ꎬ并且可

以在线微调以补偿任何建模误差[１]ꎮ
压电被动控制技术又叫压电阻尼分流技术ꎬ

利用了压电材料的正压电效应ꎮ 压电分流阻尼技

术通过将机械振动产生的机械能转化为压电材料

的电势能ꎬ然后通过外接电路ꎬ将能量耗散掉ꎬ从
而实现减振效果ꎬ整体可以看作为一个阻尼元件ꎮ
例如起重机械振动的被动控制ꎬ通过压电材料和

阻尼片间的压电效应ꎬ使压电材料得到与起重机

械弹性四连杆机构中矩形板振动方向相反的振

动[２]ꎮ 历史上ꎬＦＯＲＷＡＲＤ[３] 首先提出了感应分

流的概念ꎬ随后 ＨＡＧＯＯＤ 等[４]发表了电阻和双电

元件分流的理论公式ꎮ 他们的研究表明:将压电

片与电阻和电感电路组合起来ꎬ通过改变电阻或

电感的参数来调节回路的简谐频率ꎬ便可使减振

效果达到最佳ꎬ文中也给出了无阻尼情况下最佳

调谐比和电阻尼比的理论表达式ꎮ
为了简化运算以及求解析解ꎬ常常需要得到

最佳调谐比和电阻尼比的解析解ꎬ因此很多情况

下会对模型采用线性假设以及无阻尼假设ꎬ这使

得解析解与实际情况有一定的误差ꎬ而压电分流

阻尼技术的限制是在使用的时候需要将电路参数

调谐到特定的共振频率[５]ꎮ 因此ꎬ如果由于设计

不确定性、环境条件、老化和非线性等因素而改变

谐振频率ꎬ则其性能可能会下降甚至失效ꎮ 这使

得理论的解析解在有些情况下对实际情况缺少一

定的指导意义ꎬ例如本文讨论的激励幅值变化在

非线性因素存在的情况下会改变谐振频率ꎬ这在

线性假设中是不存在的ꎮ
本文需要考虑以下两个非线性因素ꎮ 一方

面ꎬ力幅较大使得系统偏离平衡位置的位移较大ꎬ
结构中的弹性势能可能出现非线性变化ꎮ 对于压

电系统ꎬ研究了非线性刚度在力幅变化时引起力
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传递率的变化ꎮ 另一方面ꎬ系统中只与速度有关

且功率不恒等于 ０ 的力称为阻尼力ꎬ阻尼力包括

部件之间的结构摩擦力、材料应力应变中心线不

重合的内摩擦力等ꎬ这些阻尼一般是非线性的[６]ꎮ
还要考虑系统整体的非线性阻尼力带来的影响ꎮ

非线性因素也被很多学者考虑过ꎬ例如 ＶＯＮ
等[７]在压电陶瓷实验和弱电场激励下的压电梁系

统中ꎬ对弱电场作用下的压电梁系统进行非线性

实验与建模ꎬ观察到典型的非线性效应ꎬ例如ꎬ共
振频率对振幅的依赖性、激发电压与振动振幅的

非线性关系等ꎮ 随后几年ꎬ为了定位非线性的来

源和识别非线性的本质ꎬＳＨＩＶＡＳＨＡＮＫＡＲ 等[８]提

出了一种两步实验方法ꎬ即在带有一对表面粘结

ＰＺＴ－５Ｈ 压电片的硬铝悬臂梁上进行实验ꎮ 压电

作动器的非线性来源可以直接从该过程获得的实

验结果中识别出来ꎮ 从压电梁振动得到的主干曲

线可以推导出各域对整体非线性行为的作用ꎮ
多方研究可以证明ꎬ在实际情况中ꎬ即使主结

构不变ꎬ激励幅值的变化也会让共振频率产生变

化ꎬ从而要求电路参数做出相应的变化才能让减

振效果最优ꎮ 为解决这个问题ꎬ本文从理论入手ꎬ
以连接分流电路时频响曲线的最高传递率最小为

目的设计电路参数ꎬ从中找到力幅变化而要求电

路参数做出相应调整的规律ꎮ

１　 线性压电减振器

为了便于分析ꎬ本研究中考虑一个带压电分

流电路的单自由度系统ꎬ系统包括装有压电堆叠

的主系统和外接的电阻电感分流电路ꎬ系统受到

余弦激励ꎬ如图 １ 所示ꎮ

K1 Cm

Fcosωt

m

x R L

PZT

图 １　 连接电阻电感分流电路的压电堆

基于机电系统模型ꎬ耦合系统的动力学方程

可以写成:

ｍｘ
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式中:ｍ 为系统质量ꎻｃｍ 为主体结构的线性阻尼ꎻ
ｋ１ 和 ｋｐｚｔ分别为结构刚度和压电堆刚度ꎻθ 为压电

堆的机电耦合系数ꎬ它表示机械能和电能之间的

互相转换效率ꎻＬ、Ｒ 和 Ｃｐｚｔ分别为电路外接电感、
电阻和压电堆的电容ꎮ 压电堆的电荷可以表示为

ｑ＝Ｃｐｚｔｖ－θｘꎬ将其代入方程并无量纲化得到:
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ꎻξ 为线性机械阻尼

比ꎻη 为电阻尼比ꎻδ 为调谐频率比ꎻＰ 为与机电耦

合系数、主结构刚度和压电堆电容有关的量ꎬ在主

结构不变情况下一般为定值ꎮ
利用谐波平衡法求解ꎬ为了方便表示ꎬ设:

Ｍ＝(１－ω
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然后可以得到:
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力传递率表示为

Ｈ(ω
~
)＝

ａ２
１１＋ｂ２

１１

Ｆ
~ (５)

式中 Ｐ 的值和系统刚度和压电材料的机电耦合系

数有关ꎬ可以取 ０.１ ~ ０.３ 之间[９]ꎬ理论值能达到

０.７ꎬ这里取 ０.２ꎬ材料阻尼 ξ 取 ０.００１ꎮ
由解析式可知ꎬ在线性假设下力传递率不受

力幅影响ꎮ 压电堆叠连接电阻电感分流电路后的

动力学特性与有阻尼的动力吸振器相似ꎬ当传递

率的双峰相等时ꎬ可以认为此时的共振频率处的

力传递率衰减最大ꎬ通过调整电阻尼比 η 和调谐

频率比 δ 可以得到线性条件下的最优解ꎬ如图 ２
所示ꎮ

此时幅值降低了约 ７２.３％ꎬ但是非线性情况

下ꎬ力幅的变化会影响传递率ꎬ让压电材料减振效

果变差ꎬ下面运用算例来说明非线性假设下的力

传递率变化ꎮ
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图 ２　 线性假设下的最优解

２　 非线性系统下的激励幅值变化对压电
吸振器性能的影响

　 　 为了说明线性假设下最优解的失效ꎬ将非线

性因素加入到控制方程中ꎬ考虑的非线性量包括

二次非线性阻尼和三次非线性刚度ꎬ运用增量谐

波平衡法求出频响曲线ꎮ 其中 Ｐ 的值取 ０.２ꎬ材料

线性阻尼 ξ 取 ０.００１ꎬ在此情况下探究激励幅值对

力传递率的影响ꎮ
２.１　 非线性系统的动力学方程

在式(２)无量纲化的公式里ꎬ加入非线性量:
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为了解非线性方程ꎬ 采用增量谐波平衡

法ꎬ令:
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考虑到本文涉及假设的非线性量将有二次、
三次非线性假设ꎬ这里取三次谐波项ꎬ增量表达

式为
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]ꎻＡｉ ＝ [ａｉ１ 　 ｂｉ１ 　 ａｉ２

　 ｂｉ２ 　 ａｉ３ 　 ｂｉ３] Ｔꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎻΔＡｉ ＝ [Δａｉ１ 　 Δｂｉ１ 　 Δａｉ２

　 Δｂｉ２ 　 Δａｉ３ 　 Δｂｉ３] Ｔꎬｉ＝ １ꎬ２ꎮ
将式(８)、式(９)代入式(７)并省略去 ２ 阶小

项ꎬ原式可写为

∫２π
０
ＳＴ[Ｕ１ΔＡ１ ＋ Ｖ１ΔＡ２ ＋ Ｗ１Δ ω

~
]ｄ ｔ

~ ＝ ∫２π
０
ＳＴＦ１ｄ ｔ

~

∫２π
０
ＳＴ[Ｕ２ΔＡ１ ＋ Ｖ２ΔＡ２ ＋ Ｗ２Δ ω

~
]ｄ ｔ

~ ＝ ∫２π
０
ＳＴＦ２ｄ ｔ

~

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１０)

式中: Ｕ１ ＝ ω
~ ２

０Ｓ″ ＋ ( ２ξ ω
~

０ ＋ ４β ω
~ ２

０ＡＴ
１ ) Ｓ′ ＋ [ １ ＋

３α(ＡＴ
１ＳＴ) ２]ＳꎻＵ２ ＝ －ω

~ ２
０Ｓ″ －η ω

~
０Ｓ′ꎻＶ１ ＝ ＰＳꎻＶ２ ＝

ω
~ ２
０Ｓ″ ＋ η ω

~
０Ｓ′ ＋ δ２Ｓꎻ Ｗ１ ＝ ２ ω

~
０ＡＴ

１ＳＴ″ ＋ ２ξＡＴ
１ＳＴ′ ＋

４μω
~
０(ＡＴ

１ＳＴ′)２ꎻＷ２ ＝ ２ ω
~
０ＡＴ

２ＳＴ″＋ηＡＴ
２ＳＴ″－２ ω

~
０ＡＴ

１ＳＴ″－

ηＡＴ
１ＳＴ′ꎻ Ｒ１ ＝ Ｆ

~
ｃｏｓ ｔ

~ － [ ω
~ ２

０ＡＴ
１ＳＴ″ ＋ ２ξ ω

~
０ＡＴ

１ＳＴ′ ＋

２μω
~ ２

０(ＡＴ
１ＳＴ′) ２ ＋ ＡＴ

１ＳＴ ＋ α ( ＡＴ
１ＳＴ ) ３ ＋ Ｐ(ＡＴ

２ＳＴ)]ꎻ

Ｒ２ ＝ －ω
~ ２

０ＡＴ
２ＳＴ″ － η ω

~
０ＡＴ

２ＳＴ′ － δ２ＡＴ
２ＳＴ ＋ ω

~ ２
０ＡＴ

１ＳＴ″ ＋

η ω
~

０ＡＴ
１ＳＴ′ꎮ

另外ꎬ定义 １ 阶力传递率:

Ｈ＝
ａ２

１１＋ｂ２
１１

Ｆ
~ (１１)

计算运用频率增量法ꎬ以弧长为增量得到力

传递率的频域图ꎮ 计算过程为:１)以 ω０ 为增量取

０.００１ꎬ设置 Ａ０ 和 Ｖ０ 为初始值ꎬ计算 Ａ０ 和 Ｖ０ꎻ
２)以Ａ０＋ΔＡ 和 Ｖ０＋ΔＶ 代替原来的 Ａ０ 和 Ｖ０ 进行迭

代ꎬ直到 Ｒ 足够小ꎬ此时可求出在 ω０ 时对应的力

传递率 Ｈꎻ３)给定一个新的 ω０ꎬＡ 为上一次的计算

结果ꎬ继续进行迭代直到 Ｒ 足够小ꎻ４)重复步骤

３)ꎬ直到得到所需频域内全部幅频曲线ꎮ

２.２　 非线性系统下不同激励幅值的频响曲线

在开路情况下ꎬ考虑激励幅值比为 １ꎬ比较非

线性系统和线性系统的区别ꎬ其中非线性系统分

别考虑:１)存在非线性阻尼ꎬ且 β ＝ ０.０２ 情况下ꎻ
２)存在非线性刚度ꎬ且 α ＝ ０.００１ 情况下ꎻ３)非线

性阻尼和非线性刚度同时存在ꎬ且 β ＝ ０.０２、α ＝
０.００１ꎮ 得到频响曲线如图 ３ 所示ꎮ

取第 １ 节所得的最优电阻尼 η ＝ ０.６ 和调谐

频率比 δ ＝ １.２１ꎬ改变激励幅值比ꎬ图 ４ 展示了最

优解在非线性系统中ꎬ激励幅值比变化带来的力

传递率变化ꎬ这证明了保持原本的电路参数会使

减振效果变差ꎮ
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图 ３　 线性系统与非线性系统的频响曲线比
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图 ４　 最优电路参数情况下非线性系统的频响曲线比

　 　 图 ４(ａ)中ꎬ有非线性阻尼存在ꎬ且非线性阻

尼项为正ꎬ取 β ＝ ０.０２ꎬ原本的最优电阻尼和调谐

频率比对于激励幅值比为 １ 和 ３ 时表现良好ꎬ但
是对于力幅比增大至为 ５ 时几乎没有降低振幅的

效果ꎬ并且力传递率曲线的峰会向左偏ꎬ远离原有

的共振峰ꎮ 图 ４(ｂ)中ꎬ有非线性刚度存在ꎬ且非

线性刚度项为正ꎬ取 α＝ ０.００１ꎬ可以看出原本的最

优电阻尼和调谐频率比对于力幅比为 １ 表现良

好ꎬ但是对于力幅比增大至 ５ 时ꎬ不仅没有降低振

幅的效果ꎬ甚至共振峰有所增加ꎬ并且力传递率曲

线的峰会向右偏ꎬ远离原有的共振峰ꎮ 图 ４( ｃ)
中ꎬ两个非线性量同时存在时ꎬβ ＝ ０.０２、α ＝ ０.００１
原本最优解已经完全失效ꎬ曲线呈现一种先向左

歪后向右歪的趋势ꎬ在力幅比为 １ 的时候曲线受

非线性阻尼项影响较为明显ꎬ呈现向左偏的趋势ꎮ
而力幅比增大至 ５ 时受非线性刚度影响较为明

显ꎬ处于向右偏的形式ꎮ 但是可以看出非线性量

的存在使得原本的最优解失效ꎬ力传递率都明显

增大了ꎬ因此重新寻找新的电阻尼比和调谐频率

比很重要ꎮ

３　 非线性情况下的解决方案

为了求出非线性假设下合适的调谐频率比和

电阻尼比ꎬ将力传递率的最大值 Ａｍａｘ最小化作为

目标ꎬ给予电阻尼比范围为(０ꎬ１)ꎬ调谐频率比范

围为(０ꎬ５)ꎬ找到范围内电阻尼比和调谐频率比

的最优解 ηｏｐｔ和 δ２
ｏｐｔ并画出力传递率的频谱图ꎮ

考虑参数 Ｐ ＝ ０.２ꎬξ ＝ ０.００１ꎬ分别对于激励幅

值比为 １、３、５ 找到其最佳电阻尼比和调谐频率

比ꎬ找到各自的最优电路参数比后ꎬ不同激励幅值

比下的力传递率频响曲线如图 ５ 所示ꎬ其数据如

表 １ 所示ꎮ
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图 ５　 新最优电路参数不同激励幅值下非线性系统的频响曲线比
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表 １　 不同非线性参数下最优解和力传递率

参数
β＝ ０.０２ꎬα＝ ０ β＝ ０ꎬα＝ ０.００１ β＝ ０.０２ꎬα＝ ０.００１

Ｆ
~ ＝ １ Ｆ

~ ＝ ３ Ｆ
~ ＝ ５ Ｆ

~ ＝ １ Ｆ
~ ＝ ３ Ｆ

~ ＝ ５ Ｆ
~ ＝ １ Ｆ

~ ＝ ３ Ｆ
~ ＝ ５

δ２
ｏｐｔ １.１９ １.０５ ０.９１ １.２２ １.２３ １.３２ ０.７３ ０.８０ １.４９

ηｏｐｔ ０.６０ ０.６５ ０.６５ ０.６０ ０.５０ ０.５０ ０.５８ ０.６０ ０.６０

Ｈ ２.９６８ ３.２２２ ３.２７４ ２.９４５ ２.９６５ ２.８７０ ３.６５１ ３.２５７ ２.４９１

　 　 由此可以得到一些规律ꎬ电阻尼比可调范围

不大ꎬ但是对于调谐频率比来说ꎬ有非线性量的加

入使得最佳调谐频率比变化较大ꎬ大致可以总结

为峰值向左偏就调小调谐频率比ꎬ峰值向右偏就

调大调谐频率比ꎮ

４　 实验分析

结构的非线性因素较难在实验中实现ꎬ因此

以外部布置磁铁来增加结构中的非线性因素以验

证本文的结论ꎬ实验平台如图 ６ 所示ꎮ 包括使用

了 Ｍ＋Ｐ Ｓｍａｒｔｏｆｆｉｃｅ 软件ꎬ实验器件包括功率放大

器、激振器、力传感器和加速度传感器ꎮ 本实验以

粱末端的加速度衡量力传递率的大小ꎮ

.I

.�1�4NBSUPGGJDF �*'

�E�
���

�(���

图 ６　 实验平台

在激振器单点激励下的悬臂梁可以近似看成

线性情况ꎬ而外部布置磁铁可以视为增加了非线

性力ꎬ在两种情况下 ２８０ ~ ３００ Ｈｚ 的频域曲线如

图 ７所示ꎮ
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图 ７　 无磁斥力和有磁斥力的频域曲线

然后在有布置外部磁铁ꎬ即有非线性量存在

时ꎬ增加力从 ５~２０ Ｎ 可以看见幅频曲线会向右偏

移ꎬ另外ꎬ在无布置外部磁铁时ꎬ外接 １.３７ Ｈ 的电

感能使峰值下降 ８３％ꎬ而有布置外部磁铁时ꎬ减振

效果有所下降ꎬ频域曲线对比如图 ８ 所示ꎮ
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图 ８　 外接分流电路后无磁斥力和有磁斥力的频域曲线

５　 结语

本文针对主系统中存在非线性量的情况ꎬ建
立了包含非线性参数的振动模型ꎮ

通过 ＩＨＢ 法求解非线性方程组ꎬ分析了非线性

阻尼、非线性刚度等参数对系统主共振的影响ꎮ 数

值结果表明:在非线性系统中ꎬ原最优解变得不太合

适ꎬ甚至在力振幅变化的情况下无法实现减振ꎮ 即

使主体结构不变ꎬ力幅值的变化也会要求电路参数

做出相应的改变ꎬ以使减振效果达到最优ꎮ
本文以并联电路接入时频率响应曲线的最大

传输速率最小为目标进行电路参数设计ꎮ 当力辐

增大时ꎬ二次非线性阻尼项使共振峰左移ꎬ三次刚

度项使共振峰右移ꎮ 相应地ꎬ谐振峰向左偏移时

谐振频率比减小ꎬ向右偏移时谐振频率比增大ꎮ
然而ꎬ即使非线性参数使原最优解失效ꎬ仍然可以

找到合适的电路参数以达到预期的减振效果ꎮ

参考文献:
[１] ＳＯＬＴＡＮＩ ＰꎬＫＥＲＳＣＨＥＮ Ｇ. Ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ

ｔｕｎｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｂｓｏｒｂｅｒ[ Ｊ]. Ｓｍａｒｔ Ｍａｔｅｒｉａｌ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓꎬ
２０１５ꎬ２４(７):０７５０１５.

[２] 邵静. 起重机械振动主被动混合控制方法研究[ Ｊ].
机械制造与自动化ꎬ２０２１ꎬ５０(３):７２￣７５ꎬ７９.
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􀅰机械制造􀅰 闵林锋ꎬ等􀅰超声振动辅助下 ３０４ 不锈钢微孔钻削实验研究

削温度ꎮ 在使用非分离式超声波振动钻削加工方

式时ꎬ由于刀具刀刃发生移动ꎬ不能及时切断切

屑ꎬ从而造成碎片在排屑槽中发生积累ꎬ增加了刀

具磨损程度ꎬ无法有效降低钻削力ꎮ

４　 结语

开展超声振动辅助下 ３０４ 不锈钢微孔钻削试

验分析ꎬ得出如下结论ꎮ
１)钻削载荷过程有钻入、稳定和钻出的 ３ 个

阶段ꎮ 超声波振动钻削力振幅较小ꎬ超声波振动

钻削的稳态钻削力显著小于常规钻削方式ꎮ
２)随着进给速度的增大会使钻头受到的轴向

作用力更大ꎬ形成了更大的平均轴向力ꎬ轴向力由

１.４４ Ｎ 提高到 １.９８ Ｎꎬ对应变化比例达到 ３７.５％ꎮ
３)主轴转速 ５０００ ｒ / ｍｉｎ 及进给速度 ７ｍｍ/ ｍｉｎ

时超声波振动可以有效降低切削温度ꎬ钻削轴向

力为 １.２８ Ｎꎬ比常规钻削方式减小了 １８.４６％ꎮ

参考文献:
[１] 吕康ꎬ付朝霞ꎬ陈伟ꎬ等. 基于 ＤＥＦＯＲＭ－３Ｄ 轴向振动

钻削 ３０４ 不锈钢有限元仿真[ Ｊ]. 制造技术与机床ꎬ
２０２３(５):６４￣６８.

[２] 冯亚洲ꎬ牛蕊东ꎬ刘战锋. 不锈钢超细长深孔钻削试

验研究[Ｊ]. 工具技术ꎬ２０２２ꎬ５６(４):３３￣３６.
[３] 樊瑞军ꎬ关志伟ꎬ孙翠香. 不锈钢模具微小孔钻削加

工参数优化 [ Ｊ]. 组合机床与自动化加工技术ꎬ
２０２１(２):１１４￣１１７.

[４] 梁志强ꎬ马悦ꎬ聂倩倩ꎬ等. 不锈钢微孔超声空化辅助

钻削试验研究 [ Ｊ]. 机械工程学报ꎬ２０２０ꎬ５６ ( １):
２０５￣２１２.

[５] 高飞ꎬ白海清ꎬ安熠蔚ꎬ等. ３１６Ｌ 不锈钢增材成型件小

孔钻削试验研究 [ Ｊ]. 现代制造工程ꎬ ２０１９ ( ９):
４８￣５３ꎬ３６.

[６] ＺＨＡＮＧ ＴꎬＬＩＵ Ｚ ＱꎬＳＨＩ Ｚ Ｙꎬｅｔ ａｌ. Ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｎ ｓｉｚｅ
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