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摘　 要:针对轨旁受电弓在线检测系统测量时出现列车运营前后碳滑板测量厚度增加的问题ꎬ提出一种高精度标定方

法ꎮ 建立视觉系统模型并求解相关参数ꎻ针对相机标定中传统张氏标定法求解误差较大问题ꎬ提出一种基于亚像素坐

标与闭环约束模型的相机标定方法ꎬ根据图像梯度信息ꎬ利用 ＢＡＺＥＮ 方法提取标定板圆心的亚像素坐标ꎬ并构建闭环

约束模型作为 ＬＭ 算法的残差模型ꎬ对标定参数进行优化ꎮ 实验结果表明:该方法将相机标定精度提高约 １ 倍ꎬ为后续

测量提供了高精度的相机参数ꎮ
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０　 引言

随着城市发展进程的加速ꎬ城市交通问题日

益严峻ꎬ而地铁凭借其运量大、准点率高、运行速

度快及能耗低的特点成为各大城市解决交通问题

的核心手段之一[１]ꎮ 受电弓作为车辆电气系统的

一个重要组成部件ꎬ其通过碳滑板与接触网构成

的弓网系统在整个车辆供能系统中起着非常关键

的作用[２]ꎮ 在车辆的运行过程中ꎬ弓网接触摩擦

会产生不均匀磨耗ꎬ这种不均匀磨耗会影响车辆

正常受流ꎬ从而导致地铁运营事故的发生ꎬ造成严

重的经济损失ꎮ 为避免该类事件发生ꎬ保证车辆

安全运营ꎬ车辆回库后都会对受电弓碳滑板的厚

度进行测量[３]ꎮ 国内目前对受电弓碳滑板厚度检

测的主要方式仍为人工测量ꎬ该测量方式为工作

人员使用游标卡尺来测量受电弓碳滑板的厚度

值ꎬ因其测量位置通过肉眼观察进行判断ꎬ故测量

结果受主观因素影响ꎬ存在较大误差[４]ꎮ
机器视觉作为一种非接触式测量方式ꎬ凭借

高精度、高效率、高安全性等优点ꎬ被广泛应用于

汽车、船舶、高铁、航空航天等领域[５－８]ꎮ 相机标

定作为机器视觉技术的重要步骤之一ꎬ精确的相

机标定为后续视觉算法提供了必要的几何、光学

参数ꎬ确保了视觉系统的功能和测量的准确

性[９－１０]ꎮ 现有相机标定方法主要有以下几类:传
统标定法、相机自标定法、主动视觉相机标定法和

基于神经网络的相机标定法[１１－１２]ꎮ 目前ꎬ在工业

三维测量等对相机参数标定精度要求较高的领域

中ꎬ广泛采用的是基于二维平面标定板的传统标

定方法ꎬ其中最为经典的是 ＴＳＡＩ[１３]的径向约束两
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步法 和 张 氏[１４] 标 定 法 ( ＺＨＡＮＧ ' ｓ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ)ꎮ 二维平面标定板具有制作简单、精度可

控的优点ꎬ因此常在工业应用中作为靶标使用ꎮ
棋盘格、实心圆[１５]、同心圆环、视觉靶标[１６] 等是

常用的标定板图案ꎬ近年来也提出了各类新型模

板[１７]ꎮ 在对模糊图像进行标定时ꎬ实心圆圆心的

定位精度优于棋盘格角点的提取精度ꎬ因此在高

精度和自动化相机标定中以圆为标记点的二维平

面标定板被广泛采用[１８－１９]ꎮ
目前南京地铁宁句线使用的轨旁受电弓在线

检测系统利用机器视觉技术解决了受电弓碳滑板

人工检测效率低的问题ꎬ但列车运营前后碳滑板

测量厚度仍存在增加的情况ꎮ 针对该问题ꎬ本文

使用圆阵列标定板进行相机标定ꎬ采用 ＢＡＺＥＮ
等[２０]方法准确提取圆点的亚像素轮廓ꎬ从而将准

确的圆心坐标作为输入参数ꎬ在此标定结果的基

础上ꎬ根据双目原理构建了闭环约束模型ꎬ利用

ＬＭ( ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ －ｍａｒｑｕａｒｄｔ)算法[２１] 对标定结果进

行迭代优化ꎮ 实验证明ꎬ本文方法重投影误差约

为张氏标定法的 ５０％ꎬ提高了相机的标定精度ꎮ

１　 基于亚像素坐标与闭环约束模型的相
机标定

１.１　 基于 ＢＡＺＥＮ 的亚像素轮廓提取

张氏标定法的核心是将特征三维坐标与图像二

维坐标进行一一对应ꎬ从而求出相机的内参、外参与

畸变参数ꎮ 其中特征三维坐标已知ꎬ因此二维坐标

的提取精度一定意义上决定了相机标定的精度ꎮ
本文采用圆阵列标定板ꎬ经透视变换圆在图

像上呈椭圆状ꎬ需要通过拟合图像上的轮廓来获

得圆心坐标ꎮ 传统算法在拟合时采用像素级轮

廓ꎬ拟合的圆心与真实圆心有较大误差ꎬ导致标定

结果变差ꎮ 故想要提高圆心拟合精度ꎬ就需要准

确提取圆点的亚像素轮廓ꎮ
亚像素轮廓通常利用轮廓的法向来确定ꎬ在

法向上利用梯度重心法对轮廓点进行精确定位ꎮ
Ｓｏｂｅｌ 算子通过结合高斯与微分ꎬ计算图像 ｘ

方向与 ｙ 方向的近似梯度ꎬ每个像素点的梯度幅

值与方向可根据 ｘ 方向与 ｙ 方向的梯度进一步计

算ꎮ 本文使用 ＢＡＺＥＮ 方法来提取基准孔的亚像

素轮廓ꎬ提取过程如下ꎮ
步骤 １:计算轮廓梯度方向

根据 Ｓｏｂｅｌ 算子计算 ｘ 方向与 ｙ 方向的梯度

Ｇｘ、Ｇｙ 和每个像素点的梯度幅值 Ｇꎬ公式如下:

Ｇｘ ＝
ƏＩ( ｉꎬｊ)

Əｉ

Ｇｙ ＝
ƏＩ( ｉꎬｊ)

Əｊ

Ｇ＝ Ｇ２
ｘ＋Ｇ２

ｙ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１)

每个像素点的 ｘ 方向与 ｙ 方向梯度在计算完

后ꎬ定义一个 ５×５ 的领域ꎬ将领域内的像素点梯度

带入式(２)ꎬ计算 ＢＡＺＥＮ 梯度向量 ｖｘꎬｖｙ( ) ꎮ

ｖｘ ＝ 􀰑
ｉ ＋Ｗ / ２

ｕ ＝ ｉ－Ｗ / ２
􀰑

ｊ ＋Ｗ / ２

　ｖ ＝ ｊ－Ｗ / ２
(Ｇ２

ｘ(ｕꎬｖ) － Ｇ２
ｙ(ｕꎬｖ))

ｖｙ ＝ 􀰑
ｉ ＋Ｗ / ２

ｕ ＝ ｉ－Ｗ / ２
􀰑

ｊ ＋Ｗ / ２

　 ｖ ＝ ｊ－Ｗ / ２
(２Ｇｘ(ｕꎬｖ)Ｇｙ(ｕꎬｖ))

{ (２)

若Ｇｘ 或Ｇｙ 为０ 时ꎬ其梯度方向角为０ꎻ若Ｇｘ≠０

且 Ｇｙ≠０ꎬ梯度方向角 θ ｉꎬｊ( ) ＝ １
２
ｔａｎ－１ｖｙ ｉꎬｊ( )

ｖｘ ｉꎬｊ( )
ꎮ

步骤 ２:梯度重心法自适应定位

为了自适应计算ꎬ这里取当前轮廓点梯度幅

值的 １ / ４ 作为最低阈值ꎬ判断该点是否属于轮廓

部分ꎮ 在给定领域内ꎬ沿梯度向量的两个相反方

向进行搜索ꎬ当梯度幅值小于阈值或达到领域最

大宽度时停止搜索ꎮ 令领域宽度为 Ｗꎬ在该领域

内通过梯度重心法计算亚像素轮廓点 ( Ｘｓｕｂꎬ
Ｙｓｕｂ)ꎬ公式如下:

ｍ ＝
􀰑
Ｗ/ ２

ｎ ＝ －Ｗ / ２
Ｇ(Ｘｍａｘｇｒａｙ ＋ １

ｋ
ｎꎬＹｍａｘｇｒａｙ ＋ ｎ)ｎ

􀰑
Ｗ/ ２

ｎ ＝ －Ｗ / ２
Ｇ(Ｘｍａｘｇｒａｙ ＋ １

ｋ
ｎꎬＹｍａｘｇｒａｙ ＋ ｎ)

　 θ ∈ π
４
ꎬπ
２

é

ë
êê

ö

ø
÷ ∪ － π

２
ꎬ － π

２
æ

è
ç

ù

û
úú

ｍ ＝
􀰑
Ｗ/ ２

ｎ ＝ －Ｗ / ２
Ｇ(Ｘｍａｘｇｒａｙ ＋ ｋｎꎬＹｍａｘｇｒａｙ ＋ ｎ)ｎ

􀰑
Ｗ/ ２

ｎ ＝ －Ｗ / ２
Ｇ(Ｘｍａｘｇｒａｙ ＋ ｋｎꎬＹｍａｘｇｒａｙ ＋ ｎ)

　 θ ∈ － π
４
ꎬπ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷

(ＸｓｕｂꎬＹｓｕｂ) ＝ Ｘｓｕｂ ＋ ｍ
ｋ
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ø
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ø
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式中 ｋ 为梯度方向的斜率ꎮ 对标定板上圆点轮廓

的提取效果如图 １ 所示ꎮ 可以看出像素级轮廓的

坐标都处于像素的中心ꎬ线段式的轮廓导致其难

以真实描述实际的圆形轮廓ꎻ而通过亚像素处理

后ꎬ可以看出线段式的轮廓经过处理ꎬ变得更加光

滑ꎬ更加符合轮廓实际的曲率(本刊为黑白印刷ꎬ
疑问之处请向作者咨询)ꎮ

�23D�
��2D�

图 １　 轮廓点提取对比

１.２　 基于闭环约束模型的相机标定优化

张氏标定法模型中ꎬ将最小化标定板圆心在

相机成像的投影点与实际成像点之间的重投影误

差和作为目标优化函数ꎬ该目标仅仅优化了单目

相机的标定ꎮ 而轨旁受电弓在线监测系统中所用

的为双目相机ꎬ因此需要将双目中的闭环约束条

件加入ꎮ 经过双目标定可以得到左、右相机与标

定板之间的位姿矩阵(Ｒｌꎬｔｌ、Ｒｒꎬｔｒ)ꎬ也能得到左

右相机之间的位姿矩阵(Ｒꎬｔ)ꎬ将每一组标定板

坐标通过(Ｒｌꎬｔｌ)可以转换到左相机坐标系下ꎬ接
着通过(Ｒꎬｔ)可以转换到右相机坐标系下ꎬ最后

通过(Ｒｒꎬｔｒ)的逆矩阵又回到了标定板坐标系下ꎬ
从而形成闭环ꎮ 新加入的闭环约束如图 ２ 所示ꎮ
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图 ２　 闭环约束模型

　 　 设圆阵列标定板上一点 Ｑꎬ其闭环重投影点

为 Ｑ′ ＝ Ｒｒ ｔｒ[ ]
－１ Ｒ ｔ[ ] Ｒｌ ｔｌ[ ] Ｑꎬ将最小化标

定板圆心与其闭环重投影点误差和作为第 ３ 个目

标优化函数ꎬ使用 ＬＭ 算法迭代求解优化后的相

机内参、外参与畸变参数ꎮ 左、右相机及其双目之

间的目标函数为

Ｆ ｌ(Ａꎬｋ１ꎬｋ２ꎬｋ３ꎬｐ１ꎬｐ２) ＝ ｍｉｎ􀰑
ｎ

ｉ ＝ １
􀰑
ｍ

ｊ ＝ １
ｑ~ ｉꎬｊ

ｌ － ｑｉꎬｊ
ｌ

２

Ｆｒ(Ａꎬｋ１ꎬｋ２ꎬｋ３ꎬｐ１ꎬｐ２) ＝ ｍｉｎ􀰑
ｎ

ｉ ＝ １
􀰑
ｍ

ｊ ＝ １
ｑ~ ｉꎬｊ

ｒ － ｑｉꎬｊ
ｒ

２

Ｆ(Ａꎬｋ１ꎬｋ２ꎬｋ３ꎬｐ１ꎬｐ２ꎬＲꎬｔ) ＝ ｍｉｎ􀰑
ｎ

ｉ ＝ １
􀰑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｑｉꎬｊ － Ｑ′ｉꎬｊ ２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(４)
相机内参、外参和畸变参数经过上述两个步

骤即实现相机的高精度标定ꎮ

２　 实验与分析

２.１　 实验系统

两个 ５００ 万像素的工业相机构成了本文的双

目视觉系统ꎮ 采用如图 ３ 所示的圆阵列标定板ꎬ
所 示 标 定 板 大 圆 直 径 为 １５ ｍｍꎬ 小 圆 直 径

为 １０ ｍｍꎬ圆心距为 １５ ｍｍꎮ 将标定板放置双目

公共视场中ꎬ调节相机的光圈与焦距ꎬ使标定板成

像清晰后ꎬ利用左右相机同时拍摄 １５ 张标定板图

片ꎬ部分图像的检测效果如图 ４ 所示ꎬ本文方法标

定结果如表 １ 所示ꎮ
左右相机标定的平均重投影误差分别为

０.０３０个像素和０.０３２个像素ꎬ双目重投影误差为

０.０４６个像素ꎬ具有较高的标定精度ꎬ符合视觉测

量要求ꎮ

图 ３　 双目标定使用的标定板

(a)��,�FK��

(b)�	,�FK��

图 ４　 双目标定部分检测图像􀅰４８２􀅰
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表 １　 双目相机参数

相机
参数

ｆ / ｄＸ ｆ / ｄＹ ｕ０ ｖ０ ｋ１ ｋ２ ｐ１ ｐ２

左相机 ２ ３８７.６９ ２ ３８８.５３ ６６８.５７ ４７４.９５ －０.１００ ６ ０.１３９ １ －０.０００ １ －０.０００ ８

右相机 ２ ３９２.９５ ２ ３９３.７３ ６６７.３１ ４９５.７４ －０.０９７ ２ ０.１３８ ３ －０.０００ ３ ０.０００ ５

　 　 双目标定结果

Ｒ＝
０.８１４ ０.０１８ ０.５８０
－０.００３ ０.９９９ －０.０２６
－０.５８０ ０.０２０ ０.８１４

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ꎬｔ＝
－２９９.０９
４.３０

１０２.４８

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

(５)

２.２　 标定算法对比实验

为验证本文提出的双目标定方法(亚像素坐标

与闭环约束模型)精度ꎬ对比使用张氏标定法(ｚｚｙ
表示)、仅使用亚像素坐标标定法(ｓｕｂ 表示)、仅使

用闭环约束模型标定法(ＬＭ 表示)和本文亚像素

坐标与闭环约束模型标定法(ＬＭｓｕｂ 表示)ꎮ 分别

计算左、右相机获得的原始图像坐标与计算后的重

投影坐标之间的 ｘ 方向、ｙ 方向误差ꎬ如图 ５ 所示ꎮ
此外ꎬ用不同方法对拍摄多组的标定板图片进行标

定ꎬ对比其重投影误差大小ꎬ不同相机标定方法标

定后的左相机重投影误差如图 ６ 所示ꎮ
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图 ５　 重投影坐标方向误差散点图
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图 ６　 不同方法下左相机重投影误差

图 ５ 通过对比 ４ 种标定方法ꎬ可明显地看出

散点图从外围的 ｚｚｙ 坐标点向 ＬＭｓｕｂ 坐标点汇聚

收敛ꎬ即坐标误差的收敛ꎮ
由图 ６ 可知 ４ 条重投影误差线条中ꎬｓｕｂ 相较

于 ｚｚｙꎬ可看出亚像素轮廓提取对相机标定精度提

升较大ꎬ同时也印证了二维坐标的提取精度在一

定意义上决定了相机标定的精度ꎻＬＭ 相较于 ｚｚｙꎬ
可看出在 ｚｚｙ 的基础上进行非线性优化对标定精

度有一定的提升ꎻＬＭｓｕｂ 结合了 ＬＭ 与 ｓｕｂ 两者的

优势ꎬ其重投影误差最小且相较于 ｚｚｙ 重投影误

差降低了一半ꎬ因此可知本文方法双目标定出的

参数具有较高精度ꎮ
利用双目立体视觉对圆阵列标定板进行三维

重建ꎬ重建的圆心坐标拟合的平面标准偏差为

０.０１２ ｍｍꎬ如图 ７ 所示ꎮ 本文使用的圆阵列标定

板为高精密加工平面ꎬ因此通过本文的标定方法

成功实现对相机参数的标定ꎮ

图 ７　 标定板双目重建结果

３　 结语

本文提出了一种高精度标定方法ꎮ 在传统张

氏标定法的基础上ꎬ采用 ＢＡＺＥＮ 方法提取标定板

􀅰５８２􀅰
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圆点的亚像素轮廓ꎬ并建立闭环约束模型来优化

相机标定内外参数ꎮ 相机标定精度在一定程度上

决定了其测量精度ꎬ因此高精度的标定对视觉测

量来说尤为重要ꎮ 本文方法通过两个方面来提升

标定精度ꎬ一方面是通过提升圆点轮廓的提取精

度ꎬ从而提升了张氏标定法的输入参数———圆心

的提取精度ꎻ另一方面ꎬ通过建立闭环约束模型ꎬ
解决了将最小化标定板圆心重投影点误差可能陷

入局部最优的问题ꎮ
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