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摘　 要:以平面并联机构作为研究对象ꎬ提出一种半对称平面 ２ＲＲＲ－ＰａＰａ 并联机器人机构ꎬ建立运动学数学模型ꎬ计算

得到机构的运动学位置解ꎻ通过简单线扫描方法完成工作空间点的搜索ꎬ并通过 ＭＡＴＬＡＢ 实现工作空间可视化绘图ꎬ利
用图形化方法开展参数的影响趋势分析ꎬ根据狼群算法对机构进行结构参数尺度综合ꎮ 研究分析表明:机构工作空间

的内部存在空洞的情况ꎬ优化后的工作空间性能得到显著提升ꎮ
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０　 引言

并联机器人凭借其刚度强、速度快、精度高等

优势备受青睐ꎬ在工业界被广泛地应用ꎬ已逐渐成

为相关领域的主流机器人[１]ꎮ 平面二自由度并联

机构作为少自由度并联机构的一种[２]ꎬ都是由简

单的运动副构成ꎬ平面并联机构更具经济适用性

和工程推广价值[３]ꎮ 平面并联机构能够快速执行

拾取和放置操作ꎮ
近年来ꎬ由简单运动副构成的二自由度平面

高速并联机构成为了众多专家学者研究的热点ꎮ
张蔚等[４]设计了一种平面二自由度并联机构ꎬ并
计算得到运动学反解模型ꎬ将参数模型量纲化处

理ꎬ计算得到工作空间性能图谱ꎮ 王冰等[５] 改进

得到一种平面二自由度并联机器人ꎬ同时研究机

构输入和参数尺寸对工作空间的影响ꎬ并分析得

到机构的速度性能图谱ꎮ 吴伟峰等[６]设计一种应

用于物料搬运的新型平面二自由度并联机构ꎬ并
分别研究位置解、奇异性、速度雅可比矩阵、工作

空间、滑块驱动力等性能ꎮ 王冰等[７] 提出一种具

有较小运动惯量平面并联机构ꎬ通过量纲化ꎬ建立

了机器人机构的设计空间ꎬ在此基础上展开机器

人机构刚度性能分析ꎮ 李占贤等[８]定义一种名为

Ｄｉａｍｏｎｄ 的新型二自由度平动并联机器人机构ꎬ
并对其灵活度指标进行分析ꎮ 孟齐志等[９]设计出

一批满足两平移运动特性的平面并联机构ꎮ
另外ꎬ并联机构搜索算法常用的是数值法ꎮ

数值法主要有蒙特卡罗法、极坐标搜索法、局部坐

标法等ꎬ文献[１０]中采用了极坐标法完成了工作

空间边界搜索ꎮ 刘志忠等[１１] 选择蒙特卡罗法完

成了除冰机器人工作空间边界提取ꎮ 王迅[１２] 提

出一种平面并联机器人机构工作空间边界的元胞

搜索算法ꎮ 以上算法需要代入工作空间约束条件

中进行计算ꎬ且计算量大ꎮ
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以一个平面二自由度并联机构为例ꎬ提出一

种支链含平行四边形机构两平移的平面并联机

构ꎬ同时建立运动学模型ꎬ计算得到机构的逆解和

正解表达式ꎬ受文献[１３]平行线扫描算法原理启

发ꎬ选择线性扫描法分析机构的工作空间ꎮ 进一

步分析结构参数对机构性能的影响趋势ꎬ最后采

用一种狼群智能优化算法展开优化设计ꎮ

１　 机构设计

１.１　 机构描述

２ＲＲＲ－ＰａＰａ 平面并联机器人机构的结构简

图如图 １ 所示ꎮ 其中支链 １、支链 ２ 结构为 ＲＲＲꎬ
支链 ３ 结构为 ＰａＰａꎬ其中 Ｐａ 副为平面四杆机构

构成ꎮ 静平台为等边三角形△Ａ１Ａ２Ａ５ꎬ动平台为

等边三角形△Ｃ１Ｃ２Ｃ５ꎮ 静平台△Ａ１Ａ２Ａ５ 外接圆

半径 ｌ４ꎬ动平台外接圆半径 ｌ３ꎬ连杆 ＡｉＢ ｉ、Ｃ ｉＢ ｉ 的

长度 ｌ１、ｌ２ꎮ
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图 １　 ２ＲＲＲ－ＰａＰａ 并联机构结构简图

１.２　 机构运动特性分析

根据方位特征集的拓扑结构理论ꎬ分析出各

个支链方位特征集ꎬ支链方位特征集(ＰＯＣ)Ｍｂｊ:

Ｍｂｊ ＝
ｔ２

ｒ１( / / Ｒ１１)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 　 ( ｊ＝ １ꎬ２) (１)

Ｍｂｊ ＝
ｔ２

ｒ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 　 ( ｊ＝ ３) (２)

分析得到机构的方位特征集 ＭＰａ(１－２－３):

ＭＰａ(１－２－３)＝ Ｍｂ１∩Ｍｂ２∩Ｍｂ３ ＝
ｔ２

ｒ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (３)

独立位移方程数分析ꎬ先分析支链 １、支链 ２
构成的第 １ 个独立位移方程数 ξ Ｌ１:

ξ Ｌ１
＝

ｔ２

ｒ１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ３ (４)

支链 ３ 的单开链 ＳＯＣ －Ｐａ / / Ｐａ / / Ｒ{ }构成第 ２

个独立位移方程数 ξ Ｌ２:

ξ Ｌ２
＝

ｔ２

ｒ１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ３ (５)

计算得到并联机器人机构自由度 Ｆ:

Ｆ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｆｉ － ∑

ｖ

ｊ ＝ １
ξ Ｌｊ

＝ ８ － ６ ＝ ２ (６)

耦合度需要根据约束度 Δ ｊ 进行计算得到ꎬ利
用上面的分析结果计算耦合度 ｋꎮ 计算主要过程

如下:

Δ１ ＝ ∑
ｍｊ

ｉ ＝ １
ｆ ｊ － Ｉ ｊ － ξ Ｌｊ

＝ ６ － ２ － ３ ＝ １

Δ２ ＝ ∑
ｍｊ

ｉ ＝ １
ｆ ｊ － Ｉ ｊ － ξ Ｌｊ

＝ ３ － １ － ３ ＝ － １

ｋ ＝ １
２ ∑

ｖ

ｊ ＝ １
｜ Δ ｊ ｜ ＝ １

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(７)

综上分析表明:机构的自由度为 ２ꎬ耦合度为 １ꎬ
机构的方位特征集为两平移ꎮ 不难发现机构可在

平面空间内任意方向上移动ꎮ

２　 运动学分析

２.１　 逆解分析

逆解分析是指根据执行末端位置(ｘꎬｙ)推导

得到主动副输入(α１ꎬα２ꎬα３)的过程[１４]ꎮ 假定机

构的执行末端的位置( ｘꎬｙ)ꎬ定义静坐标系在三

角形△Ａ１Ａ２Ａ５ 中心ꎮ 可得到机构的静平台和支链

的连接点 Ａ１、Ａ２、Ａ５ 的位置坐标ꎮ

Ａ１ － ３
２
ｌ４ꎬ－

１
２
ｌ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ａ２
３
２
ｌ４ꎬ－

１
２
ｌ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ａ５(０ꎬｌ４)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(８)

根据坐标变换原理ꎬ推出 Ｃ１、Ｃ２、Ｃ５ 的位置

坐标:

Ｃ１ ｘ－ ３
２
ｌ３ꎬｙ－

１
２
ｌ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ２ ｘ＋ ３
２
ｌ３ꎬｙ－

１
２
ｌ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ５(ｘ＋０.２５ｌ１ꎬｙ＋ｌ３)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(９)

根据图形可得如下向量方程

ＯＣ ｉ ＝ＯＡｉ＋ＡｉＢ ｉ＋Ｂ ｉＣ ｉ (１０)
可得到 Ｃ ｉ 另外一种表达式:

ｘＣｉ
＝ ｘＡｉ

＋ｌ１ｃｏｓαｉ＋ｌ２ｃｏｓβｉ

ｙＣｉ
＝ ｙＡｉ

＋ｌ１ｓｉｎαｉ＋ｌ２ｃｏｓβｉ
{ (１１)

βｉ 作为中间变量ꎬ代入坐标系得到方程组:
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ｘ－
３
２ ｌ３＋

３
２ ｌ４－ｌ１ｃｏｓα１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ｙ－
１
２ ｌ３＋

１
２ ｌ４－ｌ１ｓｉｎα１( )

２

＝ ｌ２２

ｘ＋
３
２ ｌ３－

３
２ ｌ４－ｌ１ｃｏｓα２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ｙ－
１
２ ｌ３＋

１
２ ｌ４－ｌ１ｓｉｎα２( )

２

＝ ｌ２２

(ｘ＋０.２５ｌ１－０－ｌ１ｃｏｓα３) ２＋(ｙ＋ｌ３－ｌ４－ｌ１ｓｉｎα３) ２ ＝ ｌ２２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１２)

分离变量得到如下表达式:
ａｉｓｉｎαｉ＋ｂｉｃｏｓαｉ＋ｃｉ ＝ ０　 ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３) (１３)

式中:ａ１ ＝ ２ｌ１( ｙＡ１
－ ｙＣ１

)ꎻａ２ ＝ ２ｌ１( ｙＡ２
－ ｙＣ２

)ꎻａ３ ＝
２ｌ１(ｙＡ３

－ｙＣ３
)ꎻｂ１ ＝ ２ｌ１(ｘＡ１

－ｘＣ１
)ꎻｂ２ ＝ ２ｌ１(ｘＡ２

－ｘＣ２
)ꎻ

ｂ３ ＝ ２ｌ１(ｘＡ３
－ｘＣ３

)ꎻｃ１ ＝ (ｘＡ１
－ｘＣ１

) ２＋(ｙＡ１
－ｙＣ１

) ２ ＋ｌ２１ －
ｌ２２ꎻｃ２ ＝( ｘＡ２

－ ｘＣ２
) ２ ＋( ｙＡ２

－ ｙＣ２
) ２ ＋ ｌ２１ － ｌ２２ꎻ ｃ３ ＝ ( ｘＡ３

－
ｘＣ３

) ２＋(ｙＡ３
－ｙＣ３

) ２＋ｌ２１－ｌ２２ꎮ

令 θ＝ ｔａｎ α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ分离变量得到逆解表达式为

αｉ ＝ ２ａｒｃｔａｎ －ａｉ± ａ２
ｉ ＋ｂ２

ｉ －ｃ２ｉ
ｃｉ－ａｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 　 ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３) (１４)

２.２　 正解分析

正解分析是指根据主动副的输入(α１ꎬα２ꎬα３)
推导得到执行末端位置 ( ｘꎬ ｙ) 的过程ꎮ 根据

式(１２)得到以下等式ꎮ
(ｘ＋ｍ１) ２＋(ｙ＋ｎ１) ２ ＝ ｌ２２
(ｘ＋ｍ２) ２＋(ｙ＋ｎ２) ２ ＝ ｌ２２
(ｘ＋ｍ３) ２＋(ｙ＋ｎ３) ２ ＝ ｌ２２

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１５)

式中:ｍ１ ＝ － ３
２
ｌ３ ＋

３
２
ｌ４ －ｌ１ｃｏｓα１ꎻｎ１ ＝ － １

２
ｌ３ ＋

１
２
ｌ４ －

ｌ１ｓｉｎα１ꎻｍ２ ＝
３
２
ｌ３ －

３
２
ｌ４ －ｌ１ｃｏｓα２ꎻｎ２ ＝ － １

２
ｌ３ ＋

１
２
ｌ４ －

ｌ１ｓｉｎα２ꎻｍ３ ＝ ０.２５ｌ１－０－ｌ１ｃｏｓα３ꎻｎ３ ＝ ｌ３－ｌ４－ｌ１ｓｉｎα３ꎮ
将式(１５)两两相减ꎬ整理得到以下等式:

２(ｍ２－ｍ１)ｘ＋２(ｎ２－ｎ１)ｙ＋ｔ１ ＝ ０
２(ｍ３－ｍ１)ｘ＋２(ｎ３－ｎ１)ｙ＋ｔ２ ＝ ０{ (１６)

式中:ｔ１ ＝ｍ２
２－ｍ２

１＋ｎ２
２－ｎ２

１ꎻｔ２ ＝ｍ２
３－ｍ２

１＋ｎ２
３－ｎ２

１

经过计算ꎬ得到表达式如下:

ｙ＝
ｔ２(ｍ２－ｍ１)－ｔ１(ｍ３－ｍ１)

２ｔ３

ｘ＝
ｔ２(ｎ２－ｎ１)－ｔ１(ｎ３－ｎ１)

２ｔ３

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１７)

式中 ｔ３ ＝(ｎ２－ｎ１)(ｍ３－ｍ１)－(ｎ３－ｎ１)(ｍ２－ｍ１)ꎮ

３　 工作空间分析

３.１　 工作空间方法

平行线性算法原理是通过减少大量的栅格判

断进行计算ꎬ基于此ꎬ采用较为简单的线扫描方法

进行机构工作空间的搜索ꎬ将逐个点计算转换成

逐行扫描计算ꎬ极大地提高了搜索效率ꎬ线扫描算

法具体如下:
１)初始化机构参数ꎬ定义扫描方向为 ｘ 轴方

向ꎬ扫描间隔长度为 ｄꎻ
２)定义线扫描的范围[ ｙｍｉｎꎬｙｍａｘ]ꎬ在这个范

围内随机生成均匀的 ｎ 个点的 ｙ 坐标值ꎻ
３)将 ｘ 从最小值 ｘｍｉｎ按照扫描间隔 ｄ 逐步增

加到 ｘｍａｘꎬ此时每条‘线’生成对应的 ｘ 坐标值的

个数也为 ｎ 个ꎻ
４)将每条线的 ｎ 个点代入逆解约束条件判

断ꎬ得到每条线扫描的可达工作空间点集ꎬ并保存

满足约束条件的点ꎻ
５)将得到的满足约束条件点集利用 ＭＡＴＬＡＢ

软件中 ｐｌｏｔ 函数进行绘图ꎬ得到机构的运动工作

空间ꎮ 同理可以采用 ｙ 轴方向进行扫描ꎮ
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图 ２　 线扫描搜索流程图

３.２　 工作空间仿真

按照上述算法ꎬ定义扫描方向为 ｙ 轴和 ｘ 轴ꎬ
间隔 ｄ＝ ０.０１ꎬｄ ＝ ０.００５ 和 ｄ ＝ ０.００１ꎬ点个数 ｎ ＝
１０ ０００ꎻ根据机构特点ꎬ选择 ｘ 和 ｙ 搜索范围为

[－０.５ꎬ０.５]ꎬ机构参数如表 １ 所示ꎬ对应的机构可

达工作空间如图 ３—图 ５ 所示ꎮ

表 １　 ２ＲＲＲ－ＰａＰａ 平面并联机构参数值

ｌ１ / ｍ ｌ２ / ｍ ｌ３ / ｍ ｌ４ / ｍ

０.２２５ ０.１７５ ０.１００ ０.１７３

　 　 从图 ３—图 ５ 发现随着间隔减小ꎬ工作空间
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边缘逐渐变得光滑ꎬｄ＝ ０.０１ 和 ｄ＝ ０.００５ 能够明显

看出 ｘ 轴和 ｙ 轴方向扫描的纹理ꎬ在 ｄ＝ ０.００１ 时ꎬ
ｘ 轴方向和 ｙ 轴方向扫描结果已经无区别ꎬ同时

得到的机构面积为 ０.１６１ ２、０.１６２ ６ 和 ０.１６３ ４ꎬ越
来越精确ꎮ 线扫描方法可以根据需要通过改变扫

描间隔和线点数来提升精度ꎬ该方法具有简单迅

速ꎬ精度可控等特点ꎬ对 ２ 维空间机构适用ꎬ同样

能够修改为面扫描用于 ３ 维空间机构的可达工作

空间分析ꎮ
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图 ３　 间隔 ｄ＝０.０１ꎬｘ 和 ｙ 扫描方向的可达工作空间
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图 ４　 间隔 ｄ＝０.００５ꎬｘ 和 ｙ 扫描方向的可达工作空间
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图 ５　 间隔 ｄ＝０.００１ꎬｘ 和 ｙ 扫描方向的可达工作空间

４　 参数对机构的工作空间的影响

给定机构参数范围 ｌ１∈[０.２ꎬ０.６]、ｌ２∈[０.１ꎬ
０.５]、ｌ３∈[０.２ꎬ０.６]、ｌ４∈[０.２ꎬ０.８]ꎬ随机生成 ５０
万个参数ꎬ研究参数对工作空间面积的影响ꎬ结果

如图 ６ 所示ꎮ
图 ６ 中ꎬ４ 个对称的直角平面坐标上分别为 ４

个参数ꎬ高度方向为面积值ꎬ从图 ６ 可见要取得较

大的可达工作空间面积ꎬｌ１ 和 ｌ２ 要取尽可能大的

值ꎬｌ３ 可以取参考范围内的任意值ꎬｌ４ 取中间往下

的值ꎮ 这表明了机构参数中 ｌ１、ｌ２ 对面积影响是

敏感的ꎬ而 ｌ３、ｌ４ 对机构面积不敏感ꎬ通过面积在 ４
个参数的分布情况ꎬ对实际的参数选取有积极的

参考价值ꎮ
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图 ６　 参数对机构可达面积的影响

５　 机构优化设计

并联机构工作空间面积是衡量评价机构性能

的重要指标[１５－１６]ꎬ选取合适的结构参数有利于提

高并联机构的面积ꎬ使得工作空间符合实际的参

数选取[１７－１９]ꎮ

５.１　 模型优化的建立

目标函数为工作空间面积ꎬ其计算方法采用

线扫描搜索法ꎬ得到的工作空间点数 ｎｋｄꎬ按照最

大和最小的可达空间点 ｘ 和 ｙ 坐标生成的长方形

面积 Ｓｍ 和包含点数 ｍꎬ得到可达工作空间面积公

式如下:

Ｓ＝
ｎｋｄ

ｍ
Ｓｍ (１８)

Ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ

０.２≤ｌ１≤０.６
０.１≤ｌ２≤０.５
０.２≤ｌ３≤０.６
０.２≤ｌ４≤０.８

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１９)

优化算法采用狼群算法(ｗｏｌｆ ｐａｃｋ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ꎬ
ＷＰＡ)ꎬ该算法是一种新的狼群智能优化算法[２０]ꎮ
该算法通过模拟狼群捕食行为及其猎物分配方

式ꎬ抽象出游走、召唤、围攻 ３ 种智能行为ꎬ“胜者

为王”的头狼产生规则及“强者生存”的狼群更新

机制ꎬ构建了狼群算法ꎬ并基于马尔科夫理论证明

了算法的收敛性ꎮ 狼群算法实现的具体步骤

如下ꎮ
１)数值初始化ꎮ 初始化狼群中人工狼的位置

Ｘ ｉ 及其数目 Ｎꎻ最大迭代次数 ｋｍａｘꎬ探狼比例因子

αꎻ最大游走次数 Ｔｍａｘꎻ距离判定因子 ｗꎻ步长因子
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Ｓꎻ更新比例因子 βꎮ
２)选取最优人工狼为头狼ꎬ除头狼之外最佳

的 Ｓｎｕｍ匹人工狼被选为探狼ꎬ并执行游走行为ꎬ直
到某匹探狼 ｉ 侦察到的猎物气味浓度 Ｙｉ 大于头狼

所感知的猎物气味浓度 Ｙｌｅａｄ或达到最大游走次数

Ｔｍａｘꎬ则转至步骤 ３)ꎮ
３)人工猛狼向猎物奔袭ꎬ若途中猛狼感知到

猎物气味浓度 Ｙｉ>Ｙｌｅａｄꎬ则 Ｙｌｅａｄ ＝ Ｙꎬ替代头狼并发

起召唤行为ꎻ若 Ｙｉ <Ｙｌｅａｄꎬ则人工猛狼继续奔袭直

到≤ｄｎｅａｒꎬ转至步骤 ４)ꎮ
４)对参与围攻行为的人工狼的位置进行更

新ꎬ执行围攻行为ꎮ
５)按“胜者为王”的头狼产生规则ꎬ对头狼的

位置进行更新ꎻ再按照"强者生存"的狼群更新机

制进行群体更新ꎮ
６)判断是否达到优化精度要求或最大迭代次

数 ｋｍａｘꎬ若达到则输出头狼的位置ꎬ即为所求问题

的最优解ꎻ否则转至步骤 ２)ꎮ
根据上述步骤ꎬ狼群算法的流程如图 ７ 所示ꎮ

���

#B=�
��=�

���(�4

��('�F>�
��(4

�	$B3
 ��U

D���?

	

	

	

	

�

�

� �

	
=�

Yi�YMFBE�
T�TNBYU

Yi�YMFBEU

dJT�dOFBSU

图 ７　 狼群算法流程图

５.２　 优化对比分析

选择 Ｎ ＝ ５０ꎬｋｍａｘ ＝ １００ꎬα ＝ ４ꎬＴｍａｘ ＝ ３０ꎬｗ ＝

１００ꎬＳ＝ １ ０００ꎬβ ＝ １０ꎬＭａｔｌａｂ 编程后ꎬ得到参数迭

代曲线图和参数优化曲线图ꎬ如图 ８ 所示ꎮ 在 ４５
次迭代后ꎬ面积就取得最大值ꎬ为 ３.４３５ ｍ２ꎬ此时

参数为 ｌ１ ＝ ０.６ꎬｌ２ ＝ ０.５ꎬｌ３ ＝ ０.２ꎬｌ４ ＝ ０.２ꎮ 通过线扫

描方法运行后可得到其形状接近圆形ꎬ中间有两

个圆形连接的孔洞ꎬ如图 ９ 所示ꎮ ４ 个参数优化

后面积得到较大提升ꎬ相比于第 ３.２ 节算例ꎬ提高

约 ２１ 倍ꎮ 和第 ４ 节的分析相一致ꎬｌ１、ｌ２ 都取得最

大值ꎬｌ３、ｌ４ 取得最小值ꎮ 从细节上看ꎬ优化后机

构工作空间对称ꎬ有利于实际的机构设计建造ꎮ
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图 ８　 参数迭代曲线和参数优化曲线图
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图 ９　 优化后的可达工作空间

６　 结语

１)设计一种少自由度的平面两平移的并联机

器人机构ꎬ该机构具有结构简单、半对称分布、刚
度较好的特点ꎮ

２)提出了一种简单的线扫描搜索法ꎬ实现对

工作空间的快速搜索ꎮ
３)通过狼群算法对机构的可达工作空间进行

尺度优化ꎬ所得优化参数大幅度提高了机构的工

作空间面积ꎮ
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