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摘　 要:机器人速度雅克比矩阵是机器人关节空间速度向笛卡儿空间速度的映射矩阵ꎮ 应用旋量理论求得机器人速度

雅克比矩阵是一种常用的方法ꎬ但传统方法是将固定参考坐标系作为旋量的描述坐标系ꎬ得到的结果是关节速度到机

器人固定参考坐标系原点速度的映射ꎮ 针对这一问题ꎬ提出一种改进方法ꎬ即在机器人末端执行器参考点建立与固定

参考坐标系姿态一致的旋量描述坐标系ꎬ并在该描述坐标系内建立机器人的速度雅克比矩阵ꎮ 以 ｎ 个刚体用转动副串

联组成的串联机构为例ꎬ分别在固定参考坐标系与旋量描述坐标系下描述旋量ꎬ证明在旋量坐标系下描述旋量能够直

接得到机器人末端执行器参考点的速度到关节速度映射的速度雅克比矩阵ꎮ 分别用传统方法与改进方法分析平面 ２Ｒ
机器人末端参考点的速度ꎬ通过对比ꎬ验证了改进方法的正确性、简洁性及直观性ꎮ
关键词:旋量理论ꎻ速度雅克比矩阵ꎻ旋量描述坐标系ꎻ平面 ２Ｒ 机器人ꎻ改进方法
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０　 引言

机器人理论研究的一个重要工作就是建立其

速度雅克比矩阵ꎮ 它是机器人关节空间驱动速度

到末端执行器输出速度的映射矩阵ꎬ反映了机器

人的结构参数特征和瞬时位形特征ꎬ深刻地反映

着机器人机构的本质特征[１]ꎮ
求解机器人速度雅克比矩阵最基础的方法是

基于位置方程的求导法ꎬ韩旭炤等[２] 针对一种

２Ｐ３ＲＲ 并联机构建立了位置正、逆解公式ꎬ通过
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位置方程求导求解了该机构的雅克比矩阵ꎬ并在

此基础上对该机构进行了灵巧性分析ꎮ 刘毅等[３]

提出一种 ８ 自由度混联调姿机器人舱内装配系

统ꎬ采用微分变换法对串联部分雅克比矩阵进行

了求解ꎮ 尤晶晶等[４] 利用位置方程求导法、环路

方程法推导了 Ｓｔｅｗａｒｔ 并联机构 ３ 类形式的雅克

比矩阵ꎬ并推导了各雅克比矩阵行列式之间的关

联ꎮ 王芮雪等[５]提出一种以 ３－ＵＰＳ / ＰＰＲ 并联机

构为核心的推拿机器人ꎬ通过对运动学逆解方程

组求导得到该机器人的速度雅克比矩阵ꎬ并进行

了 运 动 学 分 析ꎮ 罗 自 荣 等[６] 提 出 了 一 种

２－(Ｕ＋ＵＰＳ)ＰＵ＋ＵＰＵ 串并混联 ３ 自由度平动机

器人腿机构ꎬ通过对位置方程求偏导ꎬ推导出平动

机器人腿的速度雅克比矩阵ꎮ
上述文献均基于位置方程求导得到机器人的

速度雅克比矩阵ꎬ但计算过程复杂ꎮ 旋量既可以

用来表示刚体的速度ꎬ也可以表示刚体受到的

力[７－８]ꎬ是机器人理论研究强有力的现代化数学

工具ꎮ 采用旋量法求解机器人雅克比矩阵可以省

去繁琐的求导过程[９－１１]ꎮ 文献[１２－１５]利用旋量

理论来求得具有 ｎ 个关节的串联机器人的速度雅

克比矩阵ꎮ 该方法是以机器人固定坐标系为参

考ꎬ利用旋量与指数积公式得到瞬时位形下机器

人的所有关节旋量ꎬ再以该瞬时位形下的一组关

节旋量构成的 ６×ｎ 阶矩阵作为机器人的速度雅克

比矩阵ꎬ该矩阵是机器人关节空间驱动速度到末

端执行器上与固定参考坐标系坐标原点重合点的

速度映射关系ꎬ并不是真实的机器人末端执行器

参考点到关节速度的映射关系ꎬ需要进一步转换

才能得到末端执行器参考点的速度ꎬ在实际分析

中显得不够直观与简洁ꎮ
文献[１６]基于旋量理论与矢量积法求得机

器人的速度雅克比矩阵ꎬ虽然得到了关节驱动速

度到参考点速度的映射关系ꎬ但旋量的作用是结

合指数积公式得到瞬时位形下机器人所有关节运

动旋量ꎬ其解决问题本质还是用的矢量积法ꎮ 文

献[１７]在介绍串联机器人机构的运动反解求解

方法时ꎬ提出将坐标系原点建立在末端执行器的

参考点ꎬ来得到关节空间驱动速度到机器人末端

执行器参考点的速度映射关系ꎬ但未明确提出这

个坐标系的姿态需要与固定参考坐标系保持姿态

一致ꎬ也未给出详细的证明过程ꎮ
本文以旋量为工具ꎬ提出的改进方法能够直

接得到机器人关节空间驱动速度到机器人末端执

行器参考点速度的映射ꎬ能够直接得到末端参考

点的速度ꎬ无需任何转换环节ꎮ 以平面 ２Ｒ 机器

人为例ꎬ分别用传统方法和改进方法分析了其末

端参考点的速度ꎮ 通过比较ꎬ证明了改进方法的

正确性、简洁性及直观性ꎮ

１　 旋量基础

线矢量由姿态向量 ｓ 以及通过其轴线上的一

个确定的点 ｒ 来确定ꎬ如图 １ 所示ꎮ 线矢量由主

部 ｓ 和副部 ｒ×ｓ 构成ꎮ ｓ 为单位向量ꎬ表示了轴线

的方向ꎬｒ 确定了轴线的位置ꎮ 线矢量用 ６ 维的

Ｐｌüｃｋｅｒ 坐标表示为
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图 １　 线矢量示意图

旋量是带有节距要素 ｈ(ｈ≠０)的线矢量ꎬ刚
体绕某条轴线的瞬时转动和沿某条轴线的瞬时移

动都可以用旋量表示ꎮ 因此ꎬ刚体绕着某一条轴

线的瞬时运动可以用旋量表示为:

Ｔ＝
ω
ｖ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ θ

􀅰 ｓ
ｒ×ｓ＋ｈｓ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (２)

Ｔ＝
０
ｖ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ ｐ

０
ｓ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (３)

式(２)表示刚体绕轴线的瞬时转动ꎬ式中θ
􀅰
表

示瞬时转动速率ꎬｈ 表示旋量节距ꎮ 当式(２)表示

由转动关节引起的旋转运动时ꎬｈ ＝ ０ꎬ旋量退化为

线矢量ꎮ 式(３)表示刚体沿着轴线做瞬时移动时

的速度旋量ꎬ此时ꎬｈ ＝∞ ꎬ式(３)中 ｐ 表示瞬时移

动速率ꎮ

２　 旋量描述坐标系

图 ２ 是刚体旋量运动示意图ꎮ ｓ 表示刚体瞬

时转动的轴线方向向量ꎬｒ０ 表示坐标原点到 ｓ 所

在直线的垂直向量ꎻω 表示刚体的瞬时转动角速

度ꎻｈ 表示旋量节距ꎻＰ 点表示刚体上的一个点ꎻ
Ｐ０ 表示 Ｐ 点到 ｓ 所在直线的垂直向量ꎻｖＰ是刚体

上 Ｐ 点的瞬时线速度ꎮ
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r0

z0

P0

y0
O

P
vP

z s

y

ω×(�P0)

ω

hω

图 ２　 刚体旋量运动示意图

按照旋量的定义ꎬ图 ２ 所示刚体的瞬时速度

表示为

Ｖ＝
ω
ｖ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ θ

􀅰 ｓ
ｒ×ｓ＋ｈｓ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

ω
ｒ０×ω＋ｈω

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ω
ω×(－ｒ０)＋ｈω

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(５)

式中 ｖ 表示刚体上与参考坐标系原点重合的点的

瞬时线速度ꎮ 式(５)表示刚体上与坐标原点重合

的点的瞬时角速度和瞬时线速度ꎮ 对于单个刚

体ꎬ体现其瞬时运动的物理意义很明显ꎬ但如果是

若干旋量的合成旋量ꎬ例如串联机器人的若干关

节旋量合成末端执行器的运动ꎬ式(５)体现机器

人的瞬时运动的物理意义则不明显ꎬ因为其副部

体现的是末端执行器上与参考坐标系原点重合点

的线速度ꎬ而没有直接体现末端执行器参考点的

线速度ꎬ因此对于速度映射关系不够直观、简洁ꎮ
为了解决上述问题ꎬ在 Ｐ 点建立一个旋量描

述坐标系 Ｐ－ｘｙｚꎬ即建立一个与参考坐标系姿态

一致的坐标系ꎮ 即

Ｏ
ＰＴ＝ Ｅ ＯＰ

０ １
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (６)

式中:Ｅ 为单位矩阵ꎻＯＰ 为 Ｐ 点在参考坐标系下

的向量ꎮ
在这个坐标系下描述旋量ꎬ按照旋量的定义:

Ｖ＝ θ
􀅰 ｓ

Ｐ０×ｓ＋ｈｓ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ω
Ｐ０×ω＋ｈω

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ω
ω×(－Ｐ０)＋ｈω

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ω
ｖＰ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(７)

旋量在不同的坐标系里进行表达ꎬ旋量节距

ｈ 不会发生变化ꎮ 由于旋量描述坐标系 Ｐ－ｘｙｚ 与
参考坐标系 Ｏ－ｘ０ｙ０ｚ０ 姿态一致ꎬ旋量的方向 ｓ 和

Ｐ 点到 ｓ 所在直线的垂直向量 Ｐ０ 在这两个坐标

系里是相等的ꎬ这时候旋量表示的即为 Ｐ 点在参

考坐标系 Ｏ－ｘ０ｙ０ｚ０ 下的瞬时运动速度ꎮ
因此ꎬ对于任意确定的瞬时刚体的运动ꎬ要求

得其上任意一点的速度ꎬ只需要在这个点上建立

一个与参考坐标系姿态一致的旋量描述坐标系ꎬ
在该坐标系下描述旋量ꎬ用式(７)就可以求得其

瞬时速度ꎮ

３　 应用旋量理论求机器人速度雅克比矩
阵的改进方法

３.１　 应用传统方法求机器人速度雅克比矩阵

图 ３ 所示是 ｎ 个刚体用转动副串联所得到的

串联机构ꎮ $ｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)表示第 ｉ 个转动关节

旋转轴线的单位旋量ꎬ其节距 ｈ 为 ０ꎬ此时旋量退

化为线矢量ꎻｓｉ 为单位向量ꎬ表示转动轴线的方

向ꎻｒｉ表示轴线的位置向量ꎻθ
􀅰

ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)表示

第 ｉ 个转动关节瞬时转动速度ꎮ 因此第 ｉ 个转动

副相对于参考坐标系的瞬时速度 Ｔ ｉ表示如下:

Ｔ ｉ ＝ θ
􀅰

ｉ$ｉ ＝ θ
􀅰

ｉ

ｓｉ
ｒｉ×ｓｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ꎬ　 ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ) (８)

x0

z0

y0

ri

…

$i
$n

$1

$2

O

图 ３　 几个刚体用转动副串联

如图 ４ 所示ꎬｎ 个刚体串联后ꎬ产生的合成运

动 Ｔ 为一个速度合旋量ꎬ按照旋量的加法运算

法则:

Ｔ＝ θ
􀅰

Ａ

ｓＡ
ｒＡ×ｓＡ＋ｈｓＡ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ω
ω×(－ｒＡ)＋ｈω

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ωＯ

ｖＯ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｔ ｉ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
θ
􀅰

ｉ$ｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
θ
􀅰

ｉ(ｒｉ×ｓｉ)

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝ ($１　 $２　 􀆺　 $ｎ)

θ
􀅰

１

θ
􀅰

２

⋮

θ
􀅰

ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(９)

式中:ｓＡ表示 ｎ 个刚体串联后ꎬ在所有转动副运动

下所形成的合成速度旋量 Ｔ 所在轴线的方向矢

量ꎻｒＡ表示 Ｔ 所在轴线的位置矢量ꎬ是参考坐标系

原点到轴线上任意一点的向量ꎻｈ 表示合成运动

旋量 Ｔ 的节距ꎻω＝ θ
􀅰

ＡｓＡ 表示合成运动的角速度ꎻ

􀅰９０２􀅰
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ωＯ 表示机器人末端执行器与参考坐标系原点重

合点的角速度ꎻｖＯ 表示机器人末端执行器与参考

坐标系原点重合点的线速度ꎮ

x0

z0

y0

ri
rA

vp

P0

P

vO

…

$i

$n

$A

hω
ω×(�rA)

$1

$2

O

ω=θA$A
·

ω=θA$A
·

图 ４　 几个刚体串联产生的速度合旋量示意图

式(９)中ꎬ如果直接将($１ 　 $２ 　 􀆺　 $ｎ)作为

机器人机构的速度雅克比矩阵不够严谨和直观ꎬ
因为它不能直接体现机器人关节驱动速度到机器

人末端执行器参考点速度的映射关系ꎬ合旋量 Ｔ

的副部θ
􀅰

Ａ(ｒＡ×ｓＡ＋ｈｓＡ)＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
θ
􀅰

ｉ( ｒｉ ×ｓｉ)＝ ω×(－ｒＡ) ＋

ｈω 反映的是机器人末端执行器上与参考坐标系

原点重合点的速度 ｖＯꎬ并不是机器人末端执行器

上工具坐标系原点(参考点)的速度ꎮ 式(９)体现

机器人的瞬时运动的物理意义则不明显ꎬ不能直

观反映速度映射关系ꎮ 图 ４ 中ꎬ假设 Ｐ 点就是机

器人末端执行器的参考点ꎬ如果要得到 Ｐ 点的线

速度ｖＰꎬ还需进一步用式(１０)或式(１１)得到:

ｖＰ ＝ω×(－Ｐ０)＋ｈωꎬ　 ω＝ θ
􀅰

ＡｓＡ (１０)

ｖＰ ＝ ｖＯ＋ω×Ｐꎬ　 ω＝ θ
􀅰

ＡｓＡ (１１)
但也不难看出ꎬ关节越多ꎬ节距 ｈ 和 Ｐ０ 就越

难求出ꎬ用式(１０)或式(１１)求出结果的难度也

越大ꎮ

３.２　 应用旋量的改进方法求机器人的速度雅克

比矩阵

　 　 实际上ꎬ我们希望直接得到机器人关节空间

驱动速度到机器人参考点速度的映射关系ꎮ 如

图 ５所示ꎬ假设 Ｐ 点为末端执行器的参考点ꎬ在 Ｐ
点建立一个与参考坐标系姿态一致的旋量描述坐

标系 Ｐ－ｘｙｚꎮ 则 ｎ 个刚体串联后ꎬ在所有转动副

运动下所形成的合成运动旋量ＰＴ 表示如下:

ＰＴ＝ θ
􀅰

Ａ
Ｐ $Ａ ＝ θ

􀅰
Ａ

ＰｓＡ
ＰＰＡ×ｓＡ＋ｈｓＡ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ θ

􀅰
Ａ

ｓＡ
Ｐ０×ｓＡ＋ｈｓＡ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(１２)

式中:ＰｓＡ表示合成运动旋量 Ｔ 所在轴线的方向矢

量在坐标系 Ｐ－ｘｙｚ 下的描述ꎻＰＰ０ꎬＰ０ 表示 Ｐ 点到

合旋量 Ｔ 轴线的垂直向量分别在旋量描述坐标系

Ｐ－ｘｙｚ 和参考坐标系下的描述ꎻｈ 为合成旋量 Ｔ 的

旋距ꎮ

x0

z0

y0

y

x

z

vp

P0
P

$n

$A

hω

ω×(�P0)

$1
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O

…

图 ５　 在参考点建立旋量描述坐标系 Ｐ－ｘｙｚ

因为坐标系 Ｐ－ｘｙｚ 与参考坐标系姿态一致ꎬ
因此ꎬＰｓＡ ＝ ｓＡꎬＰＰ０ ＝Ｐ０ꎬｓＡ是合成运动旋量 Ｔ 所在

轴线的方向矢量在参考坐标系下的描述ꎮ
比较式(１０)和式(１２)的副部ꎬ可以发现:

θ
􀅰

Ａ(Ｐ０×ｓＡ＋ｈｓＡ)＝ ω×(－Ｐ０)＋ｈω＝ ｖＰꎬω＝ θ
􀅰

ＡｓＡ
(１３)

合旋量在坐标系 Ｐ－ｘｙｚ 下描述得到ＰＴꎬ其副

部正是参考点 Ｐ 点的线速度ꎮＰＴ 的主部是合成旋

量的瞬时转动速度 ωꎮ 因此在坐标系 Ｐ－ｘｙｚ 下描

述合旋量ꎬ正好描述了 Ｐ 点在参考坐标系下的瞬

时角速度 ωＰ 和瞬时线速度 ｖＰꎮ 进一步把式(１３)
写成各转动关节旋量相加的形式可得式(１４)ꎮ

ＰＴ＝ θ
􀅰

Ａ
Ｐ$Ａ ＝ θ

􀅰
Ａ

ｓＡ
Ｐ０×ｓＡ＋ｈｓＡ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ωＰ

ｖＰ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

Ｐ
Ｔ ｉ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
θ
􀅰

ｉ
Ｐ$ｉ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
θ
􀅰

ｉ( Ｐｒｉ × ｓｉ)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ( Ｐ$１
Ｐ$２ 􀆺　 Ｐ $ｎ)

θ
􀅰

１

θ
􀅰

２

⋮

θ
􀅰

ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(１４)
式中( Ｐ$１

Ｐ$２ 􀆺　 Ｐ $ｎ)则为 ｎ 个刚体用转动

关节串联后所形成的ꎬ在参考坐标系下的机器人

的速度雅克比矩阵ꎬ它是一组在参考点建立的与

参考坐标系姿态一致的旋量描述坐标系下描述的

关节旋量ꎬ可直接体现机器人关节空间驱动速度

􀅰０１２􀅰
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到机器人参考点速度的映射关系ꎬ即是本文所关

心的结果ꎬ也无需求解合旋量的节距 ｈ 和垂直向

量 Ｐ０ꎬ无需任何转换环节ꎮ

３.３　 改进方法下旋量体现的物理意义

式( １４ ) 中 的 每 一 个 相 加 项ＰＴ ｉ ＝ θ
􀅰

ｉ
Ｐ$ｉ ＝

θ
􀅰

ｉ

ｓｉ
Ｐｒｉ×ｓｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
的物理意义是该转动关节作用下在机

器人末端参考点产生的速度ꎮ 如图 ６ 所示ꎬ
式(１４)实际上是机器人在某一具体位形下ꎬ各关

节在参考点处产生的瞬时速度叠加ꎮ

…

x0

z0

y0

y

x

z

P
$n

Pr1

Pr2
Prn

$1
$2

O

图 ６　 各关节旋量运动在参考点叠加

４　 用传统方法与改进方法求平面 ２Ｒ 机器
人的速度雅克比矩阵的结果对比

　 　 平面 ２Ｒ 机器人是一种典型的串联机器人机构ꎬ
由两个旋转关节连接 ２ 个连杆组成ꎬ其机构简图如

图 ７ 所示ꎮ 很多机器人学教科书中都将它作为典型

例子来展示机器人的速度雅克比矩阵的求解方法ꎮ

z0

x0

l1

l 2

θ2

θ1

P

O

图 ７　 平面 ２Ｒ 机器人机构简图

首先直接给出正确的机器人末端参考点的速

度与关节驱动速度之间的映射关系ꎮ 需要注意的

是ꎬ这里直接给出的是末端参考点的线速度与关

节驱动速度的关系ꎮ

ｖｘ
ｖｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

－ｌ１ｓ θ１－ｌ２ｓ θ１２ －ｌ２ｓ θ１２

ｌ１ｃ θ１＋ｌ２ｃ θ１２ ｌ２ｃ θ１２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

θ
􀅰

１

θ
􀅰

２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１５)

式中: ｓθ１ ＝ ｓｉｎθ１ꎻ ｓθ１２ ＝ ｓｉｎ ( θ１ ＋ θ２ )ꎻ ｃθ１ ＝ ｃｏｓθ１ꎻ
ｃθ１２ ＝ｃｏｓ(θ１＋θ２)ꎮ 实际上ꎬ末端参考点还有姿态

信息的变化ꎬ将姿态信息考虑进去ꎬ给出末端参考

点速度到关节速度的映射关系为

ω
ｖ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

０ ０
０ ０
１ １

－ｌ１ｓθ１－ｌ２ｓθ１２ －ｌ２ｓθ１２

ｌ１ｃθ１＋ｌ２ｃθ１２ ｌ２ｃθ１２

０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

θ
􀅰

１

θ
􀅰

２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１６)

４.１　 运用传统方法求得平面 ２Ｒ 机器人速度雅克

比矩阵

　 　 在参考坐标系 Ｏ － ｘ０ｙ０ｚ０ 下描述两个关节

旋量:

$１ ＝
ｓ１

ｒ１×ｓ１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

(０ ０ １) Ｔ

(０ ０ ０) Ｔ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｓ１ ＝(０ ０ １) Ｔ

ｒ１ ＝(０ ０ ０) Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１７)

$２ ＝
ｓ２

ｒ２×ｓ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

(０ ０ １) Ｔ

( ｌ１ｓθ１ －ｌ１ｃθ１ ０) Ｔ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｓ２ ＝[０ ０ １] Ｔ

ｒ２ ＝[ ｌ１ｃθ１ ｌ１ｓθ１ ０] Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１８)

末端执行器的速度描述为

Ｔ＝ θ
􀅰

１ $１＋θ
􀅰

２ $２ ＝[$１ 　 $２]
θ
􀅰

１

θ
􀅰

２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

(１９)

按照传统方法ꎬ求得的平面 ２Ｒ 机器人在固

定参考坐标系 Ｏ－ｘ０ｙ０ｚ０ 下的雅克比矩阵为

ＪＯ ＝($１ 　 $２)＝

０ ０
０ ０
１ １
０ ｌ１ｓθ１

０ －ｌ１ｃθ１

０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(２０)

很显然ꎬ对比式(１５)ꎬ这个结果是不一致的ꎬ
实际上ꎬ按照传统方法ꎬ机器人末端执行器的速度

是机器人各关节旋量的合成运动旋量ꎬ为了求出

参考点的速度ꎬ需要求出合旋量轴线在参考坐标

系 Ｏ－ｘ０ｙ０ｚ０ 下的方向和位置ꎬ再按照图 ２ 方法求

出末端执行器参考点的速度ꎮ
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按照旋量的加法法则:

Ｔ＝ θ
􀅰

１$１＋θ
􀅰

２$２ ＝$＝
ｓ
ｓ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝( θ

􀅰
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􀅰
２)

０
０
１

θ
􀅰

２ ｌ１ｓθ１

θ
􀅰

１＋θ
􀅰

２

－
θ
􀅰

２ ｌ１ｃθ１
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􀅰
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􀅰

２

０
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(２１)
上文求出了平面 ２Ｒ 机器人的合旋量ꎬ合旋

量示意图如图 ８ 所示ꎬ这时可以根据图 ２ 所示方

法求出机器人末端执行器上任一点在机器人该瞬

时位形下的速度ꎮ
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图 ８　 平面 ２Ｒ 机器人合旋量示意图

其次研究如何在参考坐标系来描述这个旋量

以及求机器人末端参考点 Ｐ 点的速度ꎮ
针对这个旋量ꎬ要求出坐标原点 Ｏ 垂直于旋

量轴线的正交位置向量 ｒ０ 以及旋量节距 ｈꎮ
节距 ｈ 由以下公式求得:

ｈ＝
ｓ􀅰ｓ０
ｓ􀅰ｓ

＝ ０ (２２)

由此可见ꎬ这两个旋转关节的运动旋量合成

后的合旋量仍然是线矢量ꎮ 现在来计算合旋量的

正交矢量 ｒ０ꎮ
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(２３)

由上式可知ꎬ合旋量的轴线平行于 ｚ 轴ꎬ且正

交于平面 ２Ｒ 机器人的第 １ 个连杆所在杆长方向ꎬ
如图 ８ 所示ꎮ

于是:
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综合考虑角速度ꎬＰ 点的速度写为
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由此求得了平面 ２Ｒ 机器人末端参考点的速

度ꎬ但求解过程复杂ꎬ而且随着机器人关节增多ꎬ
这个方法也就变得越复杂ꎬ且不直观ꎮ
４.２　 运用改进方法求得平面 ２Ｒ 机器人的速度雅

克比矩阵

　 　 按照前面已述的改进方法ꎬ直接在机器人末
端参考点ꎬ也就是 Ｐ 点建立旋量描述坐标系 Ｐ－
ｘｙｚꎬ其姿态与参考坐标系 Ｏ－ｘ０ｙ０ｚ０ 保持一致ꎬ如
图 ９ 所示ꎮ 该平面 ２Ｒ 机器人的关节空间是由两个

转动副构成ꎬ旋量退化为线矢量ꎬ因此ꎬ两个旋量的

节距皆为 ０ꎮ 此时ꎬ末端参考点的速度可以写成
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式中:
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图 ９　 两个关节旋量在旋量描述坐标系 Ｐ－ｘｙｚ 下描述

因此ꎬ所得到机器人在固定参考坐标系 Ｏ－
ｘ０ｙ０ｚ０ 下的雅克比矩阵为
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(２９)
式(２８)与式(１５)结果一致ꎬ验证了改进方法

的正确性ꎮ 通过对比可知ꎬ改进方法更加直观、简
洁明了ꎮ 该方法也适用其他任何串联机器人

机构ꎮ

５　 结语

１)提出了基于旋量理论建立机器人速度雅克

比矩阵的改进方法ꎬ即通过在机器人末端参考点

建立旋量描述坐标系的方法来建立机器人的速度

雅克比矩阵ꎬ直接体现机器人关节空间驱动速度

到末端参考点速度的映射关系ꎮ
２)通过平面 ２Ｒ 机器人验证了方法的正确性

与简洁性ꎮ
３)所提出的建立机器人速度雅克比矩阵的改

进方法ꎬ物理意义明显ꎬ推导过程简单明了ꎬ适用

于任何串联机器人ꎬ也为并联机器人、混联机器人

建立速度雅克比矩阵提供了一个新的思路ꎮ

参考文献:
[１] 张展魁ꎬ岳义ꎬ韦宝琛ꎬ等. 基于 ２ＵＰＵ－ＳＰＲ－ＵＰＲ 的

新型五自由度混联机器人优化设计[Ｊ]. 机械设计与

研究ꎬ２０２５ꎬ４１(２):１￣７.
[２] 韩旭炤ꎬ杨新刚ꎬ张小粉. ２Ｐ３ＲＲ 并联机构灵巧性分

析[Ｊ]. 机械制造与自动化ꎬ２０２５ꎬ５４(１):５３￣５７.
[３] 刘毅ꎬ姚建涛ꎬ郭禹彤ꎬ等. 混联式舱内装配调姿机器

人系统设计与分析[ Ｊ]. 国防科技大学学报ꎬ２０２５ꎬ
４７(２):１３１￣１４５.

[４] 尤晶晶ꎬ叶鹏达ꎬ徐帅ꎬ等. Ｓｔｅｗａｒｔ 并联机构运动

Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵表达形式的多样性[Ｊ]. 机械制造与自

动化ꎬ２０２３ꎬ５２(６):８５￣８８ꎬ１２２.
[５] 王芮雪ꎬ田宝俊ꎬ李瑞琴ꎬ等. 基于 ３－ＵＰＳ / ＰＰＲ 的推

拿机器人运动学分析及仿真[ Ｊ]. 机械传动ꎬ２０２５ꎬ
４９(２):１６１￣１６９.

[６] 罗自荣ꎬ徐毓泽ꎬ陈善军ꎬ等. ２－(Ｕ＋ＵＰＳ)ＰＵ＋ＵＰＵ 平

动机器人腿机构设计与力速性能分析[Ｊ]. 中国机械

工程ꎬ２０２４ꎬ３５(１２):２１９３￣２２０２.
[７] 熊有伦. 机器人学:建模、控制与视觉[Ｍ]. ２ 版. 武

汉:华中科技大学出版社ꎬ２０２０:６３￣９０.
[８] 刘辛军ꎬ谢福贵ꎬ汪劲松. 并联机器人机构学基

础[Ｍ]. 北京:高等教育出版社ꎬ２０１８:５９￣７１.
[９] 祝宏铭. 基于旋量理论的 ３－ＰＲＳ 并联机器人动力学

分析与仿真[Ｄ]. 哈尔滨:哈尔滨工程大学ꎬ２０２０.
[１０] 王国勋ꎬ舒启林ꎬ王军. 基于旋量理论的 ６Ｒ 工业机

器人运动学建模与分析 [ Ｊ]. 机床与液压ꎬ２０１８ꎬ
４６(２３):３５￣４２.

[１１] 冯新红. 基于旋量理论的冗余机械臂运动学奇异性

求解和仿真分析 [ Ｊ]. 机械传动ꎬ ２０２０ꎬ ４４ ( ９):
１２２￣１２７.

[１２] 孙勇强. 多自由度机械臂运动学及鲁棒跟踪控制研

究[Ｄ]. 哈尔滨:哈尔滨工程大学ꎬ２０２１.
[１３] 陈庆诚. 结合旋量理论的串联机器人运动特性分析

及运动控制研究[Ｄ]. 杭州:浙江大学ꎬ２０１５.
[１４] 胡美玲. 基于旋量理论的机械臂非线性模糊滑模控

制研究[Ｄ]. 哈尔滨:哈尔滨工业大学ꎬ２０２１.
[１５] 于靖军ꎬ刘辛军ꎬ丁希仑ꎬ等. 机器人机构学的数学基

础[Ｍ]. 北京:机械工业出版社ꎬ２００８:３０９￣３４１.
[１６] 叶平ꎬ孙汉旭ꎬ谭月胜ꎬ等. 旋量理论与矢量积法相结

合求解雅可比矩阵 [ Ｊ]. 机械科学与技术ꎬ２００５ꎬ
２４(３):３５３￣３５６.

[１７] 黄真ꎬ赵永生ꎬ赵铁石. 高等空间机构学[Ｍ]. 北京:
高等教育出版社ꎬ２００６.

收稿日期:２０２４ ０４ １６

􀅰３１２􀅰


