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摘　 要:根据并联机构结构降耦原理ꎬ对现有的三平移并联机构进行拓扑结构降耦ꎬ分析并验证降耦后机构的方位特

征、自由度保持不变而耦合度 ｋ 由 １ 降为 ０ꎻ基于有序单开链运动学建模原理ꎬ得到关于机构运动学正解的高次封闭方

程ꎬ据此推导运动学正解的封闭解ꎻ求解机构的运动学逆解ꎻ在给定的杆件尺度参数下对机构的工作空间及内部奇异位

置进行分析ꎮ 通过对机构进行降耦优化设计ꎬ求得降耦后机构运动学正解的封闭解ꎬ为机构后续的动力学分析、运动规

划和运动控制提供基础ꎮ
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０　 引言

对于并联机构而言ꎬ运动学正解相较于逆解

分析起来更加复杂和困难ꎬ而运动学正解在运动

学分析中又具有十分重要的地位ꎬ它是并联机构

进行动力学分析、运动规划和运动控制的前提ꎮ
同时ꎬ运动学正解可以提升机构尺度综合和工作

空间分析的效率ꎮ 为此ꎬ学者们对于如何求解并

联机构的运动学正解做了大量的工作ꎮ 解本铭

等[１]利用多层前向神经网络的方法求解了 ３ 自由

度(ＤＯＦ)５－Ｐ４Ｒ 并联机构的运动学正解ꎻ常振振

等[２]针对 ３ＲＰＵＰｃ－ＵＰＳ 并联机构运动学正解求

解困难的问题ꎬ对新型 ３ＲＰＵＰｃ－ＵＰＳ 并联机构的

运动学特性进行了研究ꎬ并构建出位置正解求解

模型ꎬ进而提出了一种基于粒子－人工蜂群算法

(Ｐ－ＡＢＣ)的并联机构运动学求解方法ꎻ曾庆山

等[３]提出了一种基于 ３－ＲＰＳ 的新型串并混联机

构并根据机构特点建立了机构的正解和逆解模

型ꎬ并得到了相应的数值解ꎻ程世利等[４]对 ６－ＳＰＳ
并联机构进行了分析ꎬ得到了关于机构运动学正

解的一元十七次代数方程ꎮ 王超群等[５]对 ６－ＰＵＳ
并联机构的位姿变量进行了解耦处理ꎬ得到了 ３
个关于姿态变量的约束方程ꎮ 方喜峰等[６]采用消

元方法对 ６－ＵＰＳ 交叉杆型并联机床的位置矢量

参数进行消元ꎬ并通过牛顿迭代法求解出该方程

组的迭代函数ꎮ 尤晶晶等[７]通过欧拉角和角速度
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矢量等描述了动平台的转动速度和位置方程ꎬ并
据此推导出机构的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵ꎮ 以上求解的运

动学正解大多为数值解ꎬ不利于机构的实时控制ꎮ
求解出机构的解析式运动学正解对于机构后续的

工作空间分析、尺度综合、动力学分析、运动规划

和运动控制十分有利[８－１１]ꎮ 文献[１２－１３]针对所

设计的新型并联机构ꎬ得到了解析式运动学正解ꎻ
强红宾等[１４]对一种 １Ｔ２Ｒ 重载并联稳定平台的解

析式运动学正解和动力学进行了建模分析ꎬ并证

明了解析式运动学正解对动力学建模十分有益ꎮ
本文基于并联机构拓扑结构降耦原理与方

法[１５－１７]ꎬ对现有的三平移(３Ｔ)机构进行结构降

耦ꎬ使得原机构的耦合度 ｋ 降为 ０ꎬ并对降耦机构

的运动学正逆解进行了分析ꎮ

１　 并联机构的降耦设计

现有的 ３Ｔ 型并联机构是基于方位特征

(ＰＯＣ)方程的理论[１８－１９]设计而成ꎬ已对其拓扑特

征、运动学正逆解、奇异性和工作空间进行了

分析[２０]ꎮ
但是ꎬ该机构仅含有 １ 个 ｋ ＝ １ 的子运动链

(ＳＫＣ)ꎬ故求解运动学正解时只能通过一维搜索

法带入数值算例进行搜索确认且只能得到数值

解ꎮ 机构的拓扑降耦设计可以使机构在保持基本拓

扑特征(ＤＯＦ、ＰＯＣ)不变的情况下ꎬ减少回路间的耦

合关系ꎬ从而使得机构可以求解出运动学正解的解

析解ꎮ 因此ꎬ考虑对该机构进行拓扑降耦设计ꎮ
根据并联机构结构降耦原理与设计方法中的

降耦方法ꎬ通过将 ｋ＝ １ 的混合支链 ＨＳＯＣ 替换若

干有序单开链 ＳＯＣꎬ即“复合转动副或复合球副

法”ꎮ 将支链Ⅱ中的球副 Ｓ２３ 和支链Ⅲ中的球副

Ｓ３３合并ꎬ考虑到复合球副制造麻烦ꎬ可将 Ｓ３３移至

支链Ⅱ上ꎬ并将支链位置重新布置ꎬ即可得到结构

降耦后机构ꎬ如图 １ 所示ꎻ图 ２ 为并联机构三维

模型ꎮ
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图 １　 降耦 ３Ｔ 并联机构简图

图 ２　 降耦 ３Ｔ 并联机构三维模型

该降耦机构的动、静平台由两条混合支链

(ｈｙｂｒｉｄ ｓｉｎｇｌｅ－ｏｐｅｎ－ｃｈａｉｎꎬＨＳＯＣ)连接ꎬ混合支链

Ⅰ由 ３ 个 ４Ｒ 平行四边形机构 Ｒａｉ Ｒｂｉ Ｒｃｉ Ｒｄｉꎬ( ｉ ＝
１ꎬ２ꎬ３)串联而成ꎬ从连接静平台 ０ 到连接动平台

１ 的平行四边形机构分别记为①、②、③ꎻ其中ꎬ平
行四边形①、②共面ꎬ且与平行四边形③所在的平

面垂直ꎬ３ 个平行四边形的连接点均为短边的

中点ꎮ
无约束支链 ＳＯＣ３{Ｒ３１－Ｓ３２－Ｓ３３}上的球副 Ｓ３３

铰接于杆 Ｓ２２ －Ｓ２３上ꎬ两者构成了第 ２ 条 ＨＳＯＣ２ꎮ
因此ꎬ机构的动平台 １ 只有两个联接点ꎬ即 Ｔ
和 Ｓ２３ꎮ

２　 并联机构的拓扑分析

２.１　 方位特征验证

第 １ 条混合支链 ＨＳＯＣ１ 和结构降耦前相比

没有发生变化ꎬ故 ＰＯＣ 集为
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(１)
式中:ｒ 为转动输出ꎻｔ 为移动输出ꎮ

平行四边形②上方短杆上的中点 Ｓ 的 ＰＯＣ
集为两平移(２Ｔ)ꎬ连接在平行四边形③未端输出

杆上方 Ｔ 点的 ＰＯＣ 集为三平移(３Ｔ)ꎮ
第 ２ 条混合支链 ＨＳＯＣ２ 由两条 ＲＳＳ 无约束

支链Ⅱ和Ⅲ组合而成ꎮ 因此ꎬ混合支链 ２ 的末端

ＰＯＣ 集为
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整个机构末端动平台 １ 的 ＰＯＣ 集为
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因此ꎬ动平台 １ 可实现 ３Ｔ 运动输出ꎮ
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２.２　 机构自由度

结构降耦后ꎬ机构由 ２ 条混合支链 ＨＳＯＣ１ 和

ＨＳＯＣ２ 构成ꎮ 机构包含 ２ 个独立回路ꎬ第 １ 回路

为{Ｒ２１—Ｓ２２—Ｓ３３—Ｓ３２—Ｒ３１}ꎬ且构成 １ 个子并联

机构ꎬ其独立位移方程数为

ξＬ１ ＝ｄｉｍ
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该子并联机构的自由度为

Ｆｓｕｂ ＝∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｆｉ － ∑

１

ｊ ＝ １
ξＬｊ ＝ (１１ － ３) － ６ ＝ ２ (５)

在分析第 ２ 回路时ꎬ因球副 Ｓ２２、Ｓ３２、Ｓ３３组成了虚

拟三角构件ꎬ绕球副 Ｓ２２和 Ｓ３２连线的转动ꎬ实际上可

等效为一个转动副ꎬ所以回路{Ｐ(４Ｒ)‖Ｐ(４Ｒ)⊥Ｐ(４Ｒ)—
Ｓ２３—ＲＳ２２Ｓ２３}组成了第 ２ 个独立回路ꎬ其独立位移

方程数 ξＬ２为
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ú{ } ＝ ６ (６)

因此ꎬ机构的自由度为

Ｆ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｆｉ － ∑

２

ｊ ＝ １
ξ Ｌｊ ＝ (８ ＋ ７) － (６ ＋ ６) ＝ ３

(７)
因此ꎬ该机构的自由度为 ３ꎬ当取静平台 ０ 上

的转动副 Ｒａ１、Ｒ２１、Ｒ３１为驱动时ꎬ动平台 １ 可实现

３Ｔ 运动输出ꎮ

２.３　 机构耦合度

任一机构均可分解为若干个约束度为正、负、
零的 ＳＯＣꎬ在 ２.２ 节中ꎬ已计算出机构结构降耦之

后 ２ 个新的独立回路的独立位移方程数ꎬ即 ξＬ１ ＝
ξＬ２ ＝ ６ꎬ因此ꎬ由第 １ 回路的约束度可得

Ω１ ＝ ∑
ｍ１

ｉ ＝ １
ｆｉ － Ｉ１ － ξ Ｌ１ ＝ (２ ＋ ９ － ３) － ２ － ６ ＝ ０

(８)
式中括号内部－３ 为去除绕 Ｓ２２Ｓ３２、Ｓ２２Ｓ３３和 Ｓ３２Ｓ３３

这 ３ 组运动副连线的局部转动自由度ꎮ 同时ꎬ在
计算第 ２ 回路的约束度时ꎬ应将绕 Ｓ２２Ｓ３２转动的局

部自由度计入ꎬ即第 ２ 回路的约束度和整个机构

的耦合度分别为

Ω２ ＝ ∑
ｍ２

ｊ ＝ １
ｆｉ － Ｉ２ － ξ Ｌ２ ＝ (６ ＋ １) － １ － ６ ＝ ０

(９)

ｋ ＝ １
２ ∑

ｖ

ｊ ＝ １
Ωｊ ＝ ０ (１０)

由式(８)和式(９)得ꎬ上述两个回路均构成独

立的 ＳＫＣꎬ即整个并联机构由两个 ＳＫＣ 组成ꎬ分

别记为 ＳＫＣ１ 和 ＳＫＣ２ꎬ由式(１０)可知该并联机构

的耦合度为 ０ꎮ

３　 运动学求解

３.１　 坐标系建立与参数标注

机构的运动学建模如图 ３ 所示ꎬ机构的静平

台 ０ 为矩形ꎬＡ１ 位于矩形短边的中点ꎬ矩形的长

边尺寸即 Ａ１ 到 Ａ２Ａ３ 的垂直距离记为 ａꎬ短边尺寸

即线段 Ａ２Ａ３ 的尺寸记为 ２ｂꎻ以 Ａ２、Ａ３ 点连线的中

点 Ｏ 为原点建立笛卡儿静坐标系 Ｏ－ｘｙｚꎻｘ 轴平行

于矩形静平台的长边指向点 Ａ１ꎬｙ 轴平行于定平

台的短边指向 Ａ２ 点ꎬｚ 轴方向由右手法则确定ꎮ

O

F�

E�
D�

C�

B�

A�
A�

A� B�

B�

C�

C�

图 ３　 运动学建模图

在动平台 １ 的一端点 Ｔ 处建立动坐标系 Ｔ－
ｕｖｗꎬ与静坐标系 Ｏ－ｘｙｚ 上的各坐标轴方向一致ꎮ
向量 Ａ１Ｂ１、Ａ２Ｂ２ 和 Ａ３Ｂ３ 与 ｙ 轴正方向的夹角依

次记为 θ１、θ２ 和 θ３ꎻ设定 Ｃ１Ｄ１ 与 ｙ 轴正方向的夹

角为中间变量 δꎬＥ１Ｆ１ 与 ｘ 轴负方向的夹角为虚

拟变量 γꎮ
设定该机构的结构参数:动平台 ＴＣ２ 的长度

为 ｌ２ꎻ平行四边形短杆 ２、短杆 ５、短杆 ８ 的长度为

ｌ３ꎬ长杆 ３、长杆 ６、长杆 ９ 的长度为 ｌ４ꎻ连接杆 ４、连
接杆７、连接杆１０ 的长度均为 ｌ５ꎻＡ２Ｂ２和Ａ３Ｂ３的长度

为 ｌ７ꎬＢ２Ｃ３和 Ｂ３Ｃ３的长度为 ｌ８ꎬＣ３Ｃ２ 的长度为 ｌ９ꎮ
因此ꎬ在静坐标系 Ｏ－ｘｙｚ 下ꎬＡ１、Ａ２ 和 Ａ３ 的

坐标可分别表示为(ａꎬ０ꎬ０)、(０ꎬｂꎬ０)、(０ꎬ－ｂꎬ０)ꎮ

３.２　 运动学正解求解原理

由 ２.３ 节分析可知ꎬ降耦后的机构包含有 ２
个 ＳＫＣꎬ且每个 ＳＫＣ 内只含有 １ 个约束度为 ０ 的

单开链ꎬ故每个 ＳＫＣ 内部运动副的位置确定ꎬ运
动学正解可在每个 ＳＫＣ 内依次独立求解ꎮ

３.３　 运动学正解

已知输入角 θ１、θ２、θ３ꎬ求解动平台 １ 上点 Ｔ
的坐标(ｘꎬｙꎬｚ)ꎮ
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１)ＳＫＣ１ 内部求解

由角 θ１、θ２、θ３ 可将点 Ｂ１、Ｂ２、Ｂ３ 的坐标依次

表示为

Ｂ１ ＝ ａꎬｌ４ｃｏｓθ１ꎬｌ４ｓｉｎθ１[ ] Ｔ

Ｂ２ ＝ ０ꎬｂ＋ｌ７ｃｏｓθ２ꎬｌ７ｓｉｎθ２[ ] Ｔ

Ｂ３ ＝ ０ꎬ－ｂ＋ｌ７ｃｏｓθ３ꎬｌ７ｓｉｎθ３[ ] Ｔ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１１)

由杆长约束 Ｂ２Ｃ３ ＝Ｂ３Ｃ３ ＝ ｌ８ꎬ可得

(ｘＣ３
－ｘＢ２

) ２＋(ｙＣ３
－ｙＢ２

) ２＋( ｚＣ３
－ｚＢ２

) ２ ＝ ｌ２８
(ｘＣ３

－ｘＢ３
) ２＋(ｙＣ３

－ｙＢ３
) ２＋( ｚＣ３

－ｚＢ３
) ２ ＝ ｌ２８

{ (１２)

将式(１２)进行整理ꎬ用点 Ｃ３的 ｙ 坐标 ｙＣ３
表

示出 ｚ 坐标 ｚＣ３
为

ｚＣ３
＝Ｋ１ｙＣ３

＋Ｋ２ (１３)

式中:Ｋ１ ＝
－２ｂ－ｌ７ Ｊ２

ｌ７ Ｊ３
ꎻＫ２ ＝ ｂ

Ｊ１

Ｊ３
ꎻＪ１ ＝ ｃｏｓθ２ ＋ ｃｏｓθ３ꎻ

Ｊ２ ＝ｃｏｓθ２－ｃｏｓθ３ꎻＪ３ ＝ｓｉｎθ２－ｓｉｎθ３ꎮ
将式(１３)回代到式(１２)中任一等式内ꎬ即可

用点 Ｃ３的 ｙ 坐标 ｙＣ３
表示 ｘ 坐标 ｘＣ３

为

ｘＣ３
＝ ± Ｌ１ｙ２

Ｃ３
＋Ｌ２ｙＣ３

＋Ｌ３ (１４)
式中: Ｌ１ ＝ － １ －Ｋ２

１ꎻ Ｌ２ ＝ ２ ( ｂ ＋ ｌ７ｃｏｓθ２ － ２ Ｋ１ Ｋ２ ＋
２ｌ７ｓｉｎθ２ Ｋ１)ꎻＬ３ ＝－ｂ２－ｌ２７－２ｂｌ７ｃｏｓθ２－Ｋ２

２＋２ｌ７ｓｉｎθ２ Ｋ２＋ｌ２８ꎮ
至此ꎬＣ３点的所有坐标都用 ｙＣ３

表示出来ꎮ
２)ＳＫＣ２ 内部求解

由杆 Ｂ２Ｃ２ 上点 Ｂ２、Ｃ３、Ｃ２ 之间的比例关系ꎬ
设定 λ＝( ｌ８＋ｌ９) / ｌ８ꎬ由此可表示出点 Ｃ２ 的坐标为

ｘＣ２
＝(ｘＣ３

－ｘＢ２
)λ＋ｘＢ２

ｙＣ２
＝(ｙＣ３

－ｙＢ２
)λ＋ｙＢ２

ｚＣ２
＝( ｚＣ３

－ｚＢ２
)λ＋ｚＢ２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１５)

由混合支链 １ 的几何约束关系可知ꎬ点 Ｅ１ 的

ｙ 坐标可表示为

ｙＥ１
＝ ｌ４ｃｏｓθ１＋ｌ４ｃｏｓδ (１６)

由于机构动平台做三平移运动输出ꎬ由混合

支链 １ 的末端输出也是三平移ꎬ于是有这样一个

几何约束关系 ｙＥ１
＝ ｙＦ１

＝ ｙＴ ＝ ｙＣ２
ꎬ联立式(１５)和

式(１６)可得

ｃｏｓδ＝Ｍ１ｙＣ３
＋Ｍ２ (１７)

式中:Ｍ１ ＝λ / ｌ４ꎻＭ２ ＝(ｙＢ２
－λｙＢ２

－ｌ４ｃｏｓθ１) / ｌ４ꎮ
于是ꎬ点 Ｅ１ 的坐标可表示为

Ｅ１ ＝[ａꎬｙＥ１
ꎬｌ４ｓｉｎθ１＋ｌ４ｓｉｎδ＋２ｌ５] Ｔ (１８)

通过式(１７)用点 Ｃ２ 的坐标表示出点 Ｔ 的坐

标为

Ｔ＝[ｘＣ２
＋ｌ２ꎬｙＣ２

ꎬｚＣ２
] Ｔ (１９)

至此ꎬ并联机构末端动平台上点 Ｔ 的坐标已

表示完成ꎮ

同样ꎬ由式(１７)表示出点 Ｆ１ 的坐标为

Ｆ１ ＝[ｘＣ２
＋ｌ２ꎬｙＣ２

ꎬｚＣ２
－ｌ５] Ｔ (２０)

由杆长约束条件 Ｅ１Ｆ１ ＝ ｌ４ 可得

(ｘＦ１
－ｘＥ１

) ２＋(ｙＦ１
－ｙＥ１

) ２＋( ｚＦ１
－ｚＥ１

) ２ ＝ ｌ２４ (２１)
将式(２１)进行展开、整理ꎬ得到关于变量 ｙＣ３

的一元八次位置正解封闭方程为

ｆ(ｙＣ３
) ＝ ∑

８

ｉ ＝ ０
Ｔｉｙｉ

Ｃ３
＝ ０ (２２)

式中:Ｔ０ ＝Ｒ２
５－Ｓ５＋Ｓ５Ｍ２

２ꎻＴ１ ＝ ２Ｒ４Ｒ５－Ｓ４＋２Ｓ５Ｍ１Ｍ２＋
Ｓ４Ｍ２

２ꎻＴ２ ＝ ２(Ｒ３Ｒ５＋Ｓ４Ｍ１Ｍ２) ＋Ｒ２
４－Ｓ３＋Ｓ５Ｍ２

１＋Ｓ３Ｍ２
２ꎻ

Ｔ３ ＝ ２(Ｒ２Ｒ５＋Ｒ３Ｒ４＋Ｓ３Ｍ１Ｍ２)－Ｓ２＋Ｓ４Ｍ２
１ ＋Ｓ２Ｍ２

２ꎻＴ４ ＝
２(Ｒ１Ｒ５＋Ｒ２Ｒ４＋Ｓ２Ｍ１Ｍ２) ＋Ｒ２

３－Ｓ１＋Ｓ３Ｍ２
１＋Ｓ１Ｍ２

２ꎻＴ５ ＝
２(Ｒ１Ｒ４ ＋Ｒ２Ｒ３ ＋Ｓ１Ｍ１Ｍ２ ＋Ｓ２Ｍ２

１)ꎻＴ６ ＝ ２Ｒ１Ｒ３ ＋Ｒ２
２ ＋

Ｓ１Ｍ２
１ꎻ Ｔ７ ＝ ２Ｒ１Ｒ２ꎻ Ｔ８ ＝ Ｒ２

１ꎻ Ｓ１ ＝ ４Ｑ２
４Ｑ２

６Ｌ１ꎻ Ｓ２ ＝
４Ｑ２

４Ｑ２
６Ｌ２＋ ８Ｑ４Ｑ５Ｑ２

６Ｌ１ꎻＳ３ ＝ ４Ｑ２
４Ｑ２

６Ｌ３ ＋ ８Ｑ４Ｑ５Ｑ２
６Ｌ２ ＋

４Ｑ２
５Ｑ２

６Ｌ１ꎻＳ４ ＝ ８Ｑ４Ｑ５Ｑ２
６Ｌ３ ＋４Ｑ２

５Ｑ２
６Ｌ２ꎻＳ５ ＝ ４Ｑ２

５Ｑ２
６Ｌ３ꎻ

Ｒ１ ＝ Ｑ２
１ ＋Ｑ２

４Ｍ２
１ꎻＲ２ ＝ ２Ｑ１Ｑ２ ＋２Ｍ１Ｍ２Ｑ２

４ ＋２Ｑ４Ｑ５Ｍ２
１ꎻ

Ｒ３ ＝Ｑ２
２ ＋ ２Ｑ１Ｑ３ －Ｑ２

４ ＋Ｍ２
２Ｑ２

４ ＋ ４Ｑ４Ｑ５Ｍ１Ｍ２ ＋Ｑ２
５Ｍ２

１－
Ｑ２

６Ｌ１ꎻＲ４ ＝ ２Ｑ２Ｑ３－２Ｑ４Ｑ５＋２Ｑ４Ｑ５Ｍ２
２＋２Ｍ１Ｍ２Ｑ５－Ｑ２

６Ｌ２ꎻ
Ｒ５ ＝Ｑ２

３ －Ｑ２
５ ＋Ｑ２

５Ｍ２
２ －Ｑ２

６Ｌ３ꎻＱ１ ＝ λ２Ｌ１ ＋λ２Ｋ２
１ －Ｌ２

４Ｍ２
１ꎻ

Ｑ２ ＝λ２Ｌ２ ＋ ２λＰ２Ｋ１ － ２Ｍ１Ｍ２Ｌ２
４ꎻＱ３ ＝ λ２Ｌ３ ＋Ｐ２

１ ＋Ｌ２
４ －

Ｌ２
４Ｍ２

２＋Ｐ２
２ － ｌ２４ꎻＱ４ ＝ ２λＫ１ ｌ４ꎻＱ５ ＝ ２ｌ４Ｐ２ꎻＱ６ ＝ －２λＰ１ꎻ

Ｐ１ ＝ ｌ２－ａꎻＰ２ ＝ －Ｋ２λ－λｌ７ｓｉｎθ２＋ｌ７ｓｉｎθ２－ｌ４ｓｉｎθ１－３ｌ５ꎻ
Ｍ１ ＝λ / ｌ４ꎻＭ２ ＝(ｙＢ２

－λｙＢ２
－ｌ４ｃｏｓθ１) / ｌ４ꎮ

利用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 软件求出式(２２)的实根ꎬ再
将实根代入式(１９)即可得到机构动平台末端点 Ｔ
的坐标ꎮ

３.４　 运动学逆解

已知动平台 １ 上点 Ｔ 的坐标(ｘꎬｙꎬｚ)ꎬ求输入

角 θ１、θ２、θ３ꎮ
通过虚拟变量 γ 表示出点 Ｔ 的 ｘ 坐标为

ｘ＝ａ－ｌ４ｃｏｓγ (２３)

由于假设 ｘ 值已知ꎬ故可得 γ＝ａｒｃｃｏｓ ａ－ｘ
ｌ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

由动平台上 Ｔ 的坐标向静平台方向表示出点

Ｄ１ 的坐标为 Ｄ１ ＝[ｘ＋ｌ４ｃｏｓγꎬｙꎬｚ－ｌ４ｓｉｎγ－ｌ５] Ｔꎮ
由定平台向上可表示出点 Ｃ１ 的坐标为

Ｃ１ ＝[ａꎬｌ４ｃｏｓθ１ꎬｌ４ｓｉｎθ１＋ｌ５] Ｔ (２４)
由杆长约束条件 ｌＣ１Ｄ１

＝ ｌ４ 可求解出输入角

θ１ 为

θ１ ＝ ２ａｒｃｔａｎ －Ｎ５± Ｎ２
５－４Ｎ４Ｎ６

２Ｎ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (２５)

式中:Ｎ１ ＝ ｘ＋ｌ４ｃｏｓγ－ａꎻＮ２ ＝ ｚ－ｌ４ｓｉｎγ－２ｌ５ꎻＮ３ ＝Ｎ２
１ ＋
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Ｎ２
２＋ｙ２ꎻＮ４ ＝ ２ｌ４ｙ＋Ｎ３ꎻＮ５ ＝ －４ｌ４Ｎ２ꎻＮ６ ＝ －２ｌ４ｙ＋Ｎ３ꎮ

由点 Ｔ 的坐标沿着 ｘ 轴负方向可将点 Ｃ２ 的

坐标表示为[ｘ－ａꎬｙꎬｚ] Ｔꎮ
根据杆 Ｃ２Ｂ２ 上点 Ｃ３ 的比例关系ꎬ可以将点

Ｃ３ 的坐标表示为

Ｃ３ ＝

λ－１
λ

ｘＢ２
＋ １
λ
ｘＣ２

λ－１
λ

ｙＢ２
＋ １
λ
ｙＣ２

λ－１
λ

ｚＢ２
＋ １
λ
ｚＣ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

(２６)

由杆长约束条件 Ｂ２Ｃ２ ＝ ｌ８＋ｌ９、Ｂ３Ｃ３ ＝ ｌ８ 有

(ｘＣ２
－ｘＢ２

) ２＋(ｙＣ２
－ｙＢ２

) ２＋( ｚＣ２
－ｚＢ２

) ２ ＝( ｌ８＋ｌ９) ２

(ｘＣ３
－ｘＢ３

) ２＋(ｙＣ３
－ｙＢ３

) ２＋( ｚＣ３
－ｚＢ３

) ２ ＝ ｌ２８
{

(２７)
整理简化得:

θ２ ＝ ２ａｒｃｔａｎ －Ｖ１± Ｖ２
１－Ｖ２

３＋Ｖ２
２

Ｖ３－Ｖ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (２８)

θ３ ＝ ２ａｒｃｔａｎ －Ｗ５± Ｗ２
５－Ｗ２

６＋Ｗ２
４

Ｗ６－Ｗ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (２９)

式中:Ｖ１ ＝－２ｌ７ｚꎻＶ２ ＝－２(ｙ－ｂ)ｌ７ꎻＶ３ ＝(ｘ－ａ)２＋(ｙ－ｂ)２＋
ｚ２＋ｌ２７ －( ｌ８ ＋ ｌ９ ) ２ꎻＷ１ ＝ ( ｘ － ａ) / λꎻＷ２ ＝(λ－１)(ｂ ＋
ｌ７ｃｏｓθ２) / λ ＋ ｙ / λ ＋ ｂꎻＷ３ ＝(λ－１) ｌ７ｓｉｎθ２ / λ ＋ ｚ / λꎻ
Ｗ４ ＝ －２Ｗ２ ｌ７ꎻＷ５ ＝ －２Ｗ３ ｌ７ꎻＷ６ ＝Ｗ２

１＋Ｗ２
２＋Ｗ２

３＋ｌ２７－ｌ２８ꎮ
至此ꎬ所有输入参数 θ１、θ２、θ３ 已全部求解ꎮ

３.５　 正逆解验证

为了验证运动学建模的准确性ꎬ设定机构的

尺寸参数(单位:ｍｍ)为:ａ ＝ ３１５ꎬｂ ＝ ８０ꎬｌ２ ＝ ２５０ꎬ
ｌ３ ＝ ７０ꎬｌ４ ＝ １５４ꎬｌ５ ＝ ２８ꎬｌ７ ＝ １９８ꎬｌ８ ＝ ２３０ꎬｌ９ ＝ １４５ꎬ并
据此参数在 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ 软件中对机构进行三维

建模ꎮ
在三维模型中任意选取机构的一组位姿ꎬ量

取对应的输入值和输出值如表 １ 所示ꎮ

表 １　 量的输入与输出

输入 / (°) 输出 / ｍｍ

θ１ θ２ θ３ ｘ ｙ ｚ

１４３.１６ ３５.６９ １０６.５６ １７５.８０ －２９.６２ ３６４.４６

　 　 将表 １ 中的输入值 θ１、θ２、θ３ 代入式(２２)ꎬ利
用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 软件计算、整理得到方程的两个实

根分别为 ｙＣ３
＝ ６７. ０２９ ６ 和 ｙＣ３

＝ ７４. ９５６ ６ꎻ在

Ｍａｔｌａｂ 软件中编写正解程序ꎬ并将这两个实根代

入式(１５)和式(１９)ꎬ计算可得机构位置正解如

表 ２所示ꎮ 由表 ２ 可知ꎬ第 １ 组正解和表 １ 中输出

值一致ꎮ

表 ２　 机构的位置正解数值　 　 单位:ｍｍ　

序号 ｘ ｙ ｚ

１ １７６.０００ ０ －２９.６１６ ５ ３６４.５４６ ３

２ ３２４.０００ ０ －２９.６１６ ５ ３６４.５４６ ３

３ ８６.５６４ ４ －４２.５４５ ０ ２９８.８７６ ８

４ ４１３.４３５ ６ －４２ꎬ５４５ ０ ２９８.８７６ ８

　 　 接着ꎬ取表 ２ 中第 １ 组的正解数值ꎬ代入到逆

解求解式(２５)、式(２８)和(２９)中ꎬ可得 ８ 组 θ１、
θ２、θ３ 的逆解数值ꎬ如表 ３ 所示ꎮ

表 ３　 机构的位置逆解数值　 　 单位:(°) 　

序号 θ１ θ２ θ３

１ １４３.１６５ ５ ３５.６８５ ６ １０６.５５８ ４

２ ５２.５２６ ６ ３５.６８５ ６ １０６.５５８ ４

３ ５２.５２６ ６ １７７.７９４ ２ １４９.５２６ １

４ １４３.１６５ ５ １７７.７９４ ２ １４９.５２６ １

５ １４３.１６５ ５ ３５.６８５ ６ １３.４０７ ０

６ ５２.５２６ ６ ３５.６８５ ６ １３.４０７ ０

７ ５２.５２６ ６ １７７.７９４ ２ ２２.２５９ ４

８ １４３.１６５ ５ １７７.７９４ ２ ２２.２５９ ４

　 　 可见ꎬ表 ３ 中第 １ 组逆解数值和表 １ 中测得的 ３
个输入角一致ꎬ最大相对误差值小于 ０.０１％ꎮ 同样ꎬ
用表１ 中的其他正解数据ꎬ也验证了３ 个输入角的一

致性ꎮ 因此ꎬ运动学正、逆解公式导出正确ꎮ

４　 工作空间及内部奇异分析

机构的工作空间分析采用离散化空间三维搜

索法ꎬ将搜索范围设定为:－１００≤ｘ≤３００ꎬ－４００≤
ｙ≤４００ꎬ１００≤ｚ≤７００ꎬ－π≤θ≤πꎻ球副的运动范

围设定为±４５°ꎮ
通过 Ｍａｔｌａｂ 求得串联奇异在工作空间中如

图 ４ 所示ꎬ其中ꎬ深色点表示串联奇异位置ꎮ 串联

奇异可以通过实际控制手图段避开ꎮ 因此ꎬ本文

主要讨论并联奇异ꎬ即第Ⅱ类奇异ꎮ 运用 Ｍａｔｌａｂ
软件编程求解ꎬ得到如图 ５ 所示的机构工作空间

的三维立体图ꎮ
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图 ４　 工作空间串联奇异情况
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图 ５　 工作空间并联奇异情况

　 　 由图 ５ 可知该工作空间内部的无奇异工作

空间较大ꎮ 图 ６ 所示的 ４ 个截面表明随着 ｚ 值

的改变ꎬ各个 ｘ－ｙ 截面内奇异与非奇异工作空间

情况ꎮ
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图 ６　 工作空间内不同 ｘ－ｙ 截面奇异情况

５　 结语

在保证并联机构 ＰＯＣ 和 ＤＯＦ 不变的情况

下ꎬ针对初始设计的三平移并联机构进行结构降

耦优化设计ꎬ使机构的耦合度由原来的 １ 降为 ０ꎬ
在结构优化的同时也保证了机构仍具有较大的无

奇异工作空间ꎮ 相较于优化前的结构ꎬ优化后的

新型零耦合度三平移并联机构可以得到符号式位

置正解ꎬ这一改进提升了机构的拓扑性能ꎬ使得后

续的动力学分析更为便捷ꎮ 本文研究工作为该机

构后续的动力学分析、运动规划和运动控制奠定

了基础ꎮ
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