
􀅰机器人技术􀅰
机械制造与自动化

Ｍａｃｈｉｎｅ Ｂｕｉｌｄｉｎｇ ＆ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ
２０２６ 年 ０４ 月

第 ５５ 卷第 ２ 期

基金项目:陕西自然科学基础项目(２０２２ＪＩ－５６８)
第一作者简介:李宝文(１９７２—)ꎬ男ꎬ陕西宝鸡人ꎬ高级工程师ꎬ硕士ꎬ研究方向为冶金、材料、工程领域ꎬｉｎｔｅｎｄ２０１６＠１２６.ｃｏｍꎮ

ＤＯＩ:１０.１９３４４ / ｊ.ｃｎｋｉ.ｉｓｓｎ１６７１－５２７６.２０２６.０２.０３８

２ＰａＵＵ－ＵＲＵ 并联机器人机构运动学分析与工作空间优化

李宝文１ꎬ任庆峰２

(１. 宝鸡钛业股份有限公司ꎬ陕西 宝鸡 ７２１０１４ꎻ ２. 西北工业大学ꎬ陕西 西安 ７１００７２)

摘　 要: 基于方位特征集的构型综合方法ꎬ对传统的 Ｔ 型轴铰链 Ｄｅｌｔａ 并联机器人机构进行改进ꎬ提出一种构型为

２ＰａＵＵ－ＵＲＵ 的并联机器人机构ꎮ 并对其进行运动学和拓扑特性分析ꎮ 通过构建雅可比矩阵ꎬ研究该机构的正向运动

学和逆向运动学奇位异形ꎬ进一步根据分层极坐标变步长搜索算法求解工作空间ꎬ仿真得到工作空间三维仿真图ꎮ 探

讨尺寸参数对机器人工作空间性能的影响ꎬ分析关键尺寸参数与机器人性能之间的关联性ꎮ 建立工作空间体积的优化

目标函数及相应的约束模型ꎬ并引入天牛群算法进行求解ꎬ实现并联机器人机构的最优化设计ꎮ 研究分析表明:优化后

的工作空间边界光滑ꎬ对称分布ꎬ工作空间体积较优化前提升了 ５９％ꎬ工作空间性能能得到显著提升ꎮ
关键词:构型综合ꎻ并联机器人ꎻ运动学ꎻ工作空间

中图分类号:ＴＰ２４２　 　 文献标志码:Ａ　 　 文章编号:１６７１￣５２７６(２０２６)０２￣０１９８￣０７

Ｋｉｎｅｍａｔｉｃ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｗｏｒｋｓｐａｃｅ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ２ＰａＵＵ－ＵＲＵ
Ｐａｒａｌｌｅｌ Ｒｏｂｏｔ Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ＬＩ Ｂａｏｗｅｎ１ꎬ ＲＥＮ Ｑｉｎｇｆｅｎｇ２

(１. Ｂａｏｊｉ Ｔｉｔａｎｉｕｍ Ｉｎｄｕｓｔｙ Ｃｏ.ꎬ Ｌｔｄ.ꎬ Ｂａｏｊｉ ７２１０１４ꎬ Ｃｈｉｎａꎻ ２. Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｘｉ'ａｎ ７１００７２ꎬ Ｃｈｉｎａ)
Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ａ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ ｏｆ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ ｆｅａｔｕｒｅ ｓｅｔｓ ｗａｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ
ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ Ｔ－ａｘｉｓ ｈｉｎｇｅ Ｄｅｌｔａ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ ｍｅｃｈａｎｉｓｍꎬ ａｎｄ ａ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗｉｔｈ ａ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ
２ＰａＵＵ－ＵＲＵ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄꎬ ｏｎ ｗｈｉｃｈ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ａｎｄ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｅｓ ｗｅｒｅ ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ. Ｂｙ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇ ｔｈｅ Ｊａｃｏｂｉａｎ ｍａｔｒｉｘꎬ
ｔｈｅ ｆｏｒｗａｒｄ ａｎｄ ｉｎｖｅｒｓｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗｅｒｅ ｓｔｕｄｉｅｄꎬ ａｎｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ａ ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ｐｏｌａｒ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍꎬ ｔｈｅ ｗｏｒｋｓｐａｃｅ ｗａｓ ｆｕｒｔｈｅｒ ｓｏｌｖｅｄ ａｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｅｄꎬ ｏｂｔａｉｎｉｎｇ ａ ３Ｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ
ｗｏｒｋｓｐａｃｅ. Ｍｅａｎｗｈｉｌｅꎬ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｎ ｔｈｅ ｒｏｂｏｔ ' ｓ ｗｏｒｋｉｎｇ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｗａｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄꎬ ａｎｄ ｔｈｅ
ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｋｅｙ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｒｏｂｏｔ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｗａｓ ａｎａｌｙｚｅｄ. Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｒｏｂｏｔ'ｓ ｗｏｒｋｓｐａｃｅ
ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅꎬ ａｎ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｗｏｒｋｓｐａｃｅ ｖｏｌｕｍｅ ａｎｄ ａ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｍｏｄｅｌ ｗｅｒｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄꎬ
ａｎｄ ｔｈｅ Ｂｅｅｔｌｅ Ｓｗａｒｍ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗａｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ａｃｈｉｅｖｉｎｇ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ. Ｔｈｅ ｒｅｓｅａｒｃｈ ａｎｄ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｓｈｏｗｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｗｏｒｋｓｐａｃｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｗａｓ ｓｍｏｏｔｈ ａｎｄ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄꎬ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｗｏｒｋｓｐａｃｅ ｖｏｌｕｍｅ
ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｂｙ ５９％ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｔｏ ｂｅｆｏｒｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｗｏｒｋｓｐａｃｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ｂｅｉｎｇ ｉｍｐｒｏｖｅｄ.
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ:ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄꎻ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔꎻ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓꎻ ｗｏｒｋｓｐａｃｅ

０　 引言

少自由度并联机器人机构ꎬ因其结构紧凑、刚
度高、承载能力强、控制精度高等优点ꎬ在工业制

造、医疗设备、物流分拣等领域得到广泛应用[１]ꎮ
近年来ꎬ随着工业自动化和智能化需求的不断提

升ꎬ对少自由度并联机器人机构的运动性能、控制

精度和工作空间提出了更高的要求[２]ꎮ 因此ꎬ研
究少自由度并联机器人机构的拓扑设计、运动学

分析、动力学优化及其在实际应用中的改进ꎬ成为

机器人领域的重要研究方向[３]ꎮ
少自由度并联机器人机构中ꎬ少自由度三平

移并联机器人机构最典型的代表是 Ｄｅｌｔａ 并联机

器人机构ꎮ Ｄｅｌｔａ 机构最早由 ＶＩＳＣＨＥＲ 等提出ꎮ
之后沈惠平等[４] 提出了多种新型三平移并联机

构ꎬ如运动解耦机构、零耦合度机构、大工作空间

机构等ꎮ 潘海月等[５]提出可用于设计杆式模块化

机器人的新型单回路平移并联机构ꎮ 蔡祥等[６]设

计了一种具有弯曲平移特性的三平移并联机构ꎬ
并对该机构的弯曲平移特性进行了仿真实验ꎮ 张

莉等[７]基于拓扑结构综合方法综合出一批空间三

平移并联机构ꎬ优选得到一种具有空间三平移

ＰＲＰａＲ / ２ＣＲＲ 并联机构ꎮ 佘俊杰等[８] 提出可用

作轻量物料的三维振动筛分主三平移并联机构ꎮ
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此外ꎬ有很多专家学者致力于三平移并联机构型

综合方法的研究ꎮ 李永泉等[９]提出了基于图谱法

的三平移并联机构型综合方法ꎬ综合出大量新型

机构ꎬ为后续研究提供了丰富的构型基础ꎮ
为此ꎬ基于方位特征集的构型综合方法ꎬ在文

献[１０]中 Ｔ 型轴铰链 Ｄｅｌｔａ 并联机器人机构基础

上进行改进ꎬ得到一种构型为 ２ＰａＵＵ－ＵＲＵ 的并

联机器人机构ꎮ 同时ꎬ对其展开运动学分析ꎬ基于

分层极坐标变步长搜索法分析其工作空间性能ꎮ
在此基础上ꎬ研究尺寸参数对机器人工作空间体

积的影响趋势ꎮ 此外ꎬ建立工作空间体积的优化

目标及约束模型ꎬ最后基于天牛群算法进行尺寸

参数最优化设计分析ꎮ

１　 并联机构构型设计

１.１　 机构设计

Ｔ 型轴铰链 Ｄｅｌｔａ 并联机器人机构构型为

３ＰａＵＵꎬ即每条支链结构为 ＰａＵＵꎮ 其中ꎬＰａ 表示

平行四边形机构ꎬＵ 表示铰链副ꎬ机构呈对称分

布ꎬ其结构相对复杂ꎮ 支链中的平行四边形机构

在运动过程中容易干涉ꎮ 为了简化机构结构的支

链的复杂程度ꎬ提出一种改进型的 Ｄｅｌｔａ 并联机器

人机构ꎬ其构型结构为 ２ＰａＵＵ－ＵＲＵꎬ所改进的 Ｔ
型轴铰链 Ｄｅｌｔａ 并联机器人机构结构如图 １ 所示ꎮ
支链 １、支链 ３ 的平行四边形机构通过转动副刚

性连接在静平台上面ꎬ 支链 １、支链 ３ 的平行四边

形 Ｐａ 机构和 Ｔ 型轴铰链连接在一起ꎬ同时ꎬ支链

１、支链 ３ 的末端通过 Ｔ 型轴铰链和动平台连接在

一起ꎬ支链 １、支链 ３ 的单开链可表示为 ＳＯＣ{ －
Ｐａｉ１－Ｕｉ２－Ｕｉ３ －} ( ｉ ＝ １ꎬ３)ꎮ 而支链 ２ 的转动副刚

性连接在静、动平台上面ꎬ且均垂直于动静平台平

面ꎬ与其相邻的转动副垂直分布ꎬ并连接在连杆上

面ꎮ 支链 ３ 的单开链可表示为 ＳＯＣ{ －Ｕｉ１(Ｒｉ１⊥
Ｒｉ２)－Ｒｉ３－Ｕｉ３(Ｒｉ４⊥Ｒｉ５)－}( ｉ＝ ２)ꎮ 机构的三维模

型如图 ２ 所示ꎮ

O

z

y

x R

W

PU
V

r�
C�

C�

C�

B�

B�B�

A� A�

A�

l�

l�

图 １　 并联机构结构简图

　
图 ２　 并联机构三维模型

１.２　 拓扑特性分析

由文献[１１]可知基于方位特征集理论的自

由度耦合度计算公式如下:

Ｆ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｆｉ － ∑

ｖ

ｊ ＝ １
ξＬｊ (１)

ξＬｊ ＝ ｄｉｍ. ∩
ｊ

ｉ ＝ １
Ｍｂｉ ∪ Ｍｂ( ｊ ＋１){ } (２)

式中:ｖ＝ｍ－ｎ＋１ꎻＦ 为构型执行末端自由度ꎻｆｉ 为
支链第 ｉ 个运动副的自由度数目ꎻｖ 为独立运动回

路的数目ꎻｍ 为组成机构的运动副数个数ꎻｎ 为运

动副构件的数量ꎻξＬｊ为第 ｊ 个回路的独立位移方

程数ꎻ∩
ｊ

ｉ＝１
Ｍｂｉ为前 ｊ 条子并支链的 ＰＯＣ 集ꎻＭｂ( ｊ＋１)

为第 ｊ＋１ 条支链 ＰＯＣ 集ꎮ
方位特征集是并联机器人机构运动性质分析

的核心理论工具ꎬ其通过分解机构的运动特征和

约束特征ꎬ可系统化分析自由度、耦合度等运动性

质ꎬ下面分析机构的拓扑特性ꎮ
１)首先计算支链 １、支链 ３ 的执行末端方位

特征集:

Ｍｂｊ ＝
ｔ３

ｒ２( / /◇Ｒ１１Ｒ１２)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 　 ( ｊ＝ １ꎬ３) (３)

式中:ｔ３ 为存在 ３ 个移动副特征ꎻｒ２ 为存在两个转

动副特征ꎮ
同时ꎬ已知支链 ２ 的单开链构型可以表示为

ＳＯＣ{－Ｕｉ１－Ｒ ｉ２ －Ｒ ｉ３ －} ( ｉ ＝ ２)ꎬ分析出支链 ２ 执行

末端的方位特征集:

Ｍｂｊ ＝
ｔ３

ｒ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
　 ( ｊ＝ ３) (４)

２)以支链 １、支链 ３ 作为第一条独立运动回

路ꎬ即假设支链 １、支链 ３ 构成一个独立的子并联

机构ꎬ分析得到第一条独立回路的位移方程 ξＬｊ:

ξ Ｌ１
＝ ｄｉｍ{Ｍｂ１ ∪ Ｍｂ３} ＝

ｔ３

ｒ３
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ６ (５)

此外ꎬ由支链 １、支链 ３ 构成的子并联机器人

机构方位特征集:

ＭＰａ(１－３)＝ Ｍｂ１∩Ｍｂ３ ＝
ｔ３

ｒ１(◇Ｒ１１Ｒ１２∩◇Ｒ３１Ｒ３２)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(６)
式中:ＭＰａ(１－２)为支链 １、支链 ３ 构成的动平台方征

集ꎻＭｂ１为支链 １ 的方位特征集ꎻＭｂ３为支链 ３ 的方

位特征集ꎮ
同时ꎬ根据式(１)计算自由度为

Ｆ１－３ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｆｉ － ∑

ｖ

ｊ ＝ １
ξ Ｌｊ

＝ １０ － ６ ＝ ４ (７)

式中 Ｆ１－３为由支链 １、支链 ３ 构成子并联机器人机

的自由度ꎮ
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３)将上述的子并联机构与支链 ３ 构成第二条

独立运动回路ꎬ第二条独立运动回路所对应的独

立位移方程数 ξＬ２:
ξＬ２ ＝ｄｉｍ{Ｍｐａ(１－３)∪Ｍｂ２} ＝

ｄｉｍ
ｔ３

ｒ１(◇Ｒ１１Ｒ１２∩◇Ｒ３１Ｒ３２)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∪

ｔ３

ｒ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ } ＝

ｔ３

ｒ１(◇Ｒ１１Ｒ１２∩◇Ｒ２１Ｒ２２)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ６ (８)

并联机构动平台 ＰＯＣ 集 Ｍｐａ(１－２－３)为

Ｍｐａ(１－２－３)＝ Ｍｐａ(１－３)∩Ｍｂ２ ＝

ｔ３

ｒ１(◇Ｒ１１Ｒ１２∩◇Ｒ３１Ｒ３２)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∩

ｔ３

ｒ２◇Ｒ２１Ｒ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｔ３

ｒ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ３ (９)

式中 Ｍｐａ(１－２－３) 为并联机器人机构动平台方位特

征集ꎮ
分析得到机构自由度Ｆ１－２－３:

Ｆ１－２－３ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｆｉ － ∑

ｖ

ｊ ＝ １
ξ Ｌｊ

＝ １５ － ６ － ６ ＝ ３

(１０)
式中 Ｆ１－２－３为机构自由度ꎮ

４)支链约束度 Δ ｊ 分析

根据上面计算ꎬ可以每个回路的独立位移方

程数 ξＬ１ꎬ因此ꎬ可以代入得到单开链 ＳＯＣ１、ＳＯＣ２

的约束度 Δ１、Δ２ 为

Δ１ ＝ ∑
ｍｊ

ｉ ＝ １
ｆ ｊ － Ｉ ｊ － ξ Ｌｊ

＝ １０ － ２ － ６ ＝ ２

Δ２ ＝ ∑
ｍｊ

ｉ ＝ １
ｆ ｊ － Ｉ ｊ － ξ Ｌｊ

＝ ５ － １ － ６ ＝ － ２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１１)

该并联机构耦合度 ｋ 分析结果如下:

ｋ ＝ １
２ ∑

ｖ

ｊ ＝ １
Δ ｊ ＝ ２ (１２)

由式(９)、式(１０)、式(１２)可知ꎬ当取支链 １、支
链 ３ 中取平行四边形机构的转动副 Ｒａ１、转动副 Ｒａ２ꎬ
支链 ２ 中取驱动副 Ｒ２２时ꎬ动平台可以实现三维移动

输出ꎮ ２ＰａＵＵ－ＵＲＵ 并联机器人机构自由度为 ３ꎮ

２　 位置分析

基于改进的 ２ＰａＵＵ－ＵＲＵ 并联机器人机构

动、静平台定义为等边三角形ꎬ现对机构进行运动

学方程建模分析ꎮ 首先在三角形静平台上的中心

建立静坐标系{Ｏ－ｘｙｚ}ꎬ同时在动平台的中心区

域建立动坐标系{Ｐ－ｕｖｗ}ꎮ 为了简化分析过程ꎬ
定义机构的参数如表 １ 所示ꎮ

表 １　 参数描述

参数 参数描述

Ｒ / ｍ 静平台三角形内接圆半径

ｒ１ / ｍ 动平台三角形内接圆半径

ｌ１ / ｍ
支链 １、３ 的平行四边形机构长边杆杆长
支链 ２ 的铰链 Ｕ２１和转动副 Ｒ２３的长度

ｌ２ / ｍ
支链 １、３ 的两个铰链副的长度

支链 ２ 的转动副 Ｒ２３和铰链 Ｕ２２的长度

θｉ / ｒａｄ 各支链主动副的驱动角度

　 　 已知执行末端 Ｐ 点坐标(ｘꎬｙꎬｚ)ꎬ求解驱动副

输入 θｉ ＝(θ１ꎬθ２ꎬθ３)ꎮ 如图 ３ 所示为 ２ＰａＵＵ－ＵＲＵ
并联机器人机构运动学建模图ꎮ

O
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图 ３　 并联机构运动学建模

根据坐标系和参数定义ꎬ可得到静平台上的

连接点 Ａｉ 的坐标矢量:

ＯＡ１ ＝
３
２
Ｒꎬ－ １

２
Ｒꎬ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

ＯＡ２ ＝(０ꎬＲꎬ０) Ｔ

ＯＡ３ ＝ － ３
２
Ｒꎬ－ １

２
Ｒꎬ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(１３)

同时ꎬ推导得到支链上的点 Ｂｉ 的坐标矢量:

ＯＢ１ ＝
３
２
Ｒ＋ ３

２
ｌ１ｃｏｓθ１ꎬ－

１
２
Ｒ－ １

２
ｌ１ｃｏｓθ１ꎬｌ１ｓｉｎθ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

ＯＢ２ ＝(０ꎬＲ＋ｌ１ｃｏｓθ２ꎬｌ１ｓｉｎθ２) Ｔ

ＯＢ３ ＝ － ３
２
Ｒ－ ３

２
ｌ１ｃｏｓθ３ꎬ－

１
２
Ｒ－ １

２
ｌ１ｃｏｓθ３ꎬｌ１ｓｉｎθ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(１４)
基于建立的动坐标系ꎬ可得动平台上的点的

位置 Ｃｉ 在动坐标系下的坐标矢量:

ＰＣ１ ＝
３
２
ｒꎬ－ １

２
ｒꎬ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

ＰＣ２ ＝(０ꎬｒꎬ０) Ｔ

ＰＣ３ ＝ － ３
２
ｒꎬ－ １

２
ｒꎬ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(１５)
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因此ꎬ根据坐标转换原理推导出 Ｃｉ 在静坐标

系下的坐标矢量:

ＯＣ１ ＝ ｘ＋ ３
２
ｒꎬ－ １

２
ｒ＋ｙꎬｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

ＯＣ２ ＝(ｘꎬｒ＋ｙꎬｚ) Ｔ

ＯＣ３ ＝ ｘ－ ３
２
ｒꎬｙ－ １

２
ｒꎬｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(１６)

由于各支链的连杆 ＣｉＢｉ 长度不变ꎬ因此ꎬ存
在以下等式关系

ＣｉＢｉ －ｌ２ ＝ ０　 ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３) (１７)

ｍ１－
　 ３
２
ｌ１ｃｏｓθ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ｎ１＋
１
２
ｌ１ｃｏｓθ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋(ｚ－ｌ１ｓｉｎθ１)２ ＝ｌ２２

ｘ２＋(ｎ２－ｌ１ｃｏｓθ２)２＋(ｚ－ｌ１ｓｉｎθ２)２ ＝ ｌ２２

ｍ３＋
３
２
ｌ１ｃｏｓθ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ｎ３＋
１
２
ｌ１ｃｏｓθ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋(ｚ－ｌ１ｓｉｎθ３)２ ＝ｌ２２

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(１８)

式中:ｍ１ ＝ ｘ＋ ３
２
ｒ－ ３

２
Ｒꎻｎ１ ＝ ｙ－ １

２
ｒ＋ １

２
Ｒꎻｍ２ ＝ ０ꎻ

ｎ２ ＝ ｙ＋ｒ－Ｒꎻｍ３ ＝ ｘ－
３
２
ｒ＋ ３

２
Ｒꎻｎ３ ＝ ｙ－

１
２
ｒ＋ １

２
Ｒꎮ

分离变量 θｉ 得到如下表达式:
ａｉｓｉｎ(θｉ)＋ｂｉｃｏｓ(θｉ)＋ｃｉ ＝ ０　 ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３)

(１９)

式中:ａ１ ＝ ａ２ ＝ ａ３ ＝ － ２ｚｌ１ꎻ ｂ１ ＝ ｌ１ ( － ３ ｍ１ ＋ ｎ１ )ꎻ

ｂ２ ＝ －２ｌ１ｎ２ꎬｂ３ ＝ ｌ１( ３ｍ３＋ｎ３)ꎻｃ２ ＝ ｚ２＋ｘ２＋ｎ２
２＋ｌ２１－ｌ２２ꎻ

ｃ１ ＝ ｚ２＋ｍ２
１＋ｎ２

１＋ｌ２１－ｌ２２ꎻｃ３ ＝ ｚ２＋ｍ２
３＋ｎ２

３＋ｌ２１－ｌ２２ꎮ
因此ꎬ可推导出位置逆解解析式:

θｉ ＝ ２ａｒｃｔａｎ ａｉ± ａ２
ｉ ＋ｂ２

ｉ －ｃ２ｉ
ｂ－ｃ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 　 ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３)

(２０)

３　 奇异分析

３.１　 雅克比矩阵计算

现在采用 Ｊａｃｏｂｉａｎ 法对特定奇异位置(奇位)时
表现出的不同形态或行为(异形)进行分析[１２]ꎮ 定

义并联机器人机构的主动副输入 θ＝(θ１ꎬθ２ꎬθ３)Ｔꎬ执
行末端位移 Ｘ＝ (ｘꎬｙꎬｚ) Ｔꎮ 利用位置分析的运动

学方程式(１８)ꎬ进行 １ 阶求导得到如下等式ꎮ

ＪＸＸ
􀅰 ＝Ｊθθ

􀅰
(２１)

式中:Ｊθ 为逆向雅克比矩阵 Ｊθ ＝
ｎ１ ０ ０
０ ｎ２ ０
０ ０ ｎ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎻＪＸ

为正向雅克比矩阵 ＪＸ ＝
ｍ１１ ｍ１２ ｍ１３

ｍ２１ ｍ２２ ｍ２３

ｍ３１ ｍ３２ ｍ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎮ

ｎ１ ＝ ３ ｌ１ｓｉｎθ１ ｍ１－
３
２
ｌ１ｃｏｓθ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｌ１ｓｉｎθ１

　
　
ｎ１＋

æ

è
ç

１
２
ｌ１ｃｏｓθ１

ö

ø
÷ －２ｌ１ｃｏｓθ１( ｚ－ ｌ１ｓｉｎθ１)ꎻｎ２ ＝ ２ｌ１ｓｉｎθ２(ｎ２ －

ｌ１ｃｏｓθ２)－２ｌ１ｃｏｓθ２( ｚ－ｌ１ｓｉｎθ２)ꎻｎ３ ＝ － ３ ｌ１ｓｉｎθ３
　
　
ｍ３＋

æ

è
ç

３
２
ｌ１ｃｏｓθ３

ö

ø
÷ － ｌ１ｓｉｎθ３ ｎ３＋

１
２
ｌ１ｃｏｓθ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２ｌ１ｃｏｓθ３ ( ｚ －

ｌ１ｓｉｎθ３)ꎻｍ１１ ＝ ２ ｍ１ － ３
２
ｌ１ｃｏｓθ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎻｍ１２ ＝ ２

　
　
ｎ１ ＋æ

è
ç

１
２
ｌ１ｃｏｓθ１

ö

ø
÷ ꎻｍ１３ ＝ ２( ｚ－ｌ１ｓｉｎθ１)ꎻｍ２１ ＝ ２ｘꎬｍ３３ ＝ ２( ｚ－

ｌ１ｓｉｎθ３)ꎻｍ２２ ＝ ２(ｎ２ －ｌ１ｃｏｓθ２)ꎻｍ２３ ＝ ２( ｚ－ｌ１ｓｉｎθ２)ꎻ

ｍ３１ ＝ ２ ｍ３＋
３
２
ｌ１ｃｏｓθ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎻｍ３２ ＝ ２ ｎ３＋

１
２
ｌ１ｃｏｓθ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

３.２　 逆向运动学奇异分析

机构逆向运动学奇异存在的约束条件为

ｄｅｔ(Ｊθ)＝ ０ 且 ｄｅｔ(ＪＸ)≠０ꎮ 机构发生逆向运动学

奇异时ꎬ机构丧失特定方向的运动能力ꎬ动平台自

由度减少ꎮ 当机构的逆向雅可比矩阵 Ｊθ 奇异时ꎬ
满足 ｄｅｔ(Ｊθ)＝ ０ꎬ即直线 ｌＡＢ与 ｌＢＣ共线或重合ꎮ 因

此存在以下两种情况ꎮ
１)当直线 ｌＡＢ与 ｌＢＣ重合ꎬ即∠ＡｉＢ ｉＣ ｉ ＝ ０ꎬ由于

机构支链存在干涉ꎬ此情况不存在ꎮ
２)当直线 ｌＡＢ与 ｌＢＣ共线ꎬ即∠ＡｉＢ ｉＣ ｉ ＝πꎬ将存

在 ３ 种情况ꎬ其中支链 １、支链 ３ 由于有平行四边

形机构ꎬ容易导致干涉ꎬ因此不存在ꎬ而支链 ２ 对

应的直线 ｌＡＢ与 ｌＢＣ共线对应构型如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 逆解奇异情形

３.３　 正向运动学奇异分析

机构正向运动学奇异产生的约束条件为

ｄｅｔ(ＪＸ)＝ ０且 ｄｅｔ(Ｊθ)≠０ꎮ 机构处于正向奇异位

􀅰１０２􀅰
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形ꎮ 当机构的正向雅可比矩阵 ＪＸ 奇异时ꎬ满足

ｄｅｔ(ＪＸ)＝ ０ꎬ此情况下至少有 ２ 条支链的从动杆

之间平行ꎮ 对应构型如图 ５ 所示ꎮ

UBU���J����= UCU���J����=

图 ５　 正解奇异情形

３.４　 复合奇异性分析

复合奇异存在条件为正向运动学奇异和逆向

运动学奇异均出现[１３]ꎮ 根据上述分析ꎬ复合奇异

不存在ꎮ

４　 机构的工作空间分析

４.１　 工作空间方法

机构的理论工作空间是指其动平台(或末端

执行器)所能到达的所有位置点的集合ꎮ 对于该

并联机器人机构而言ꎬ这等同于支链末端铰接中

心所能到达的所有位置点的集合[１４－１６]ꎮ 为了高

效求解并联机器人机构的工作空间边界ꎬ现采用

分层极坐标变步长搜索算法ꎬ算法搜索流程如下ꎮ
１)依据并联机器人机构的预设几何参数ꎬ初

步估算其工作空间的大致范围ꎬ并确定沿 ｚ 轴的

最大值与最小值ꎮ 随后ꎬ将整个空间区域划分为

ｎ′个等份ꎬ生成 ｎ′个子平面区域ꎻ
２)在搜索第 ｉ′个子平面过程中ꎬ极角自 ０ 递

增至 ２πꎬ初始极径设为 ０ꎬ并以较大的固定步长递

增进行初步搜索ꎮ 每个搜索的点均需要代入运动

学逆解方程ꎬ同时按照杆长以及转角范围约束条

件进行判断ꎬ满足条件则为工作空间内的点ꎬ完成

当前子平面的搜索后ꎬ继续进入第 ｉ′＋１ 个子平面

进行下一轮搜索ꎬ搜索从首个子平面开始ꎻ
３)在搜索进程中ꎬ找出满足与不满足约束条

件的临界点ꎮ 当极径递增至第 ｋ 次时ꎬ符合约束

条件ꎬ而极径递增至第 ｋ＋１ 次时ꎬ不符合约束条

件ꎮ ρ(ｋ)＝ ρ(ｋ)－Δρꎬ令搜索步长 Δρ 逐渐变小ꎬ

再令 ρ(ｋ＋１)＝ ρ(ｋ)＋Δρꎬ判断是否满足约束条件ꎬ
否则使得 ρ(ｋ＋１)＝ ρ(ｋ)＋Δρꎮ

４)重复步骤 ３)ꎬ直至极径 ρ 步长达到预设精

度且仍不满足约束条件时ꎬ此时对应的点即为机

构的边界点ꎬ并保存所有边界点ꎮ
５)利用 ＭＡＴＬＡＢ 中的 ｐｌｏｔ３ 绘图函数ꎬ将所

有满足约束条件的点进行可视化处理ꎬ生成三维

视图仿真结果ꎮ

４.２　 工作空间仿真算例

为了验证工作空间搜索算法的有效性ꎬ取 １
组参数对工作空间进行算例分析ꎬ选择 Ｒ ＝ ０.２ ｍ、
ｒ＝ ０.１ ｍ、ｌ１ ＝ ０.２５ ｍ、 ｌ２ ＝ ０.４ ｍꎮ 并通过 ＭＡＴＬＡＢ
仿真得到工作空间三维图以及工作空间在三个投

影方向的三视图ꎮ 仿真得到的三视图如图 ６
所示ꎮ
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图 ６　 工作空间三视图

由图 ６ 分析可知ꎬ给定参数下的工作空间内

部存在空洞ꎬ且边界部分不光滑且部分呈棱角形

状ꎬ工作空间侧视图和俯视图均呈对称分布ꎮ 工

作空间沿着 ｚ 轴方向呈现上大下小的分布趋势ꎮ

５　 参数对工作空间影响趋势分析

从上一节的仿真分析中可以明显看出参数的

选择对工作空间性能有显著的影响ꎮ 因此ꎬ深入

研究并联机器人机构尺寸参数对工作空间性能的

影响趋势ꎬ对于提升机器人在实际应用中的效能

至关重要[１７－１８]ꎮ 现选择单变量分析法ꎬ研究各个

参数对工作空间性能的影响趋势[１９]ꎮ 绘制出参

数在其变化范围内对工作空间性能影响的趋势图

如图 ７ 所示ꎮ
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图 ７　 参数对工作空间性能影响趋势图

　 　 由图 ７ 分析可知:随着静平台三角形外接圆

半径 Ｒ 的增加ꎬ工作空间性能逐渐降低ꎮ 主动副

的杆长 ｌ１、与动平台连接的从动杆 ｌ２ 参数对工作

空间性能关系是线性正相关ꎬ即主动副的连杆 ｌ１
和从动杆 ｌ２ 参数增加ꎬ有助于提高机器人的工作

空间性能ꎮ 然而ꎬ动平台的尺寸参数 ｒ１ 对工作空

间性能的影响趋势较为复杂ꎬ当 ｒ１ 不大于 ０.２ 时ꎬ
随着 ｒ１ 参数的增加ꎬ其工作空间体积逐渐增加ꎬ
当 ｒ１ 大于 ０.２ 时ꎬ随着动平台的尺寸参数 ｒ１ 增加ꎬ
工作空间体积逐渐减小ꎮ

６　 优化设计仿真

６.１　 优化模型建立

鉴于 ４.２ 节中工作空间算例分析的工作空间

存在空洞且边界不光滑问题ꎬ考虑到实际应用需

求ꎬ为了改善机器人的工作空间性能ꎬ需通过参数

调整实现较小输入参数下获得最大化工作空间体

积的目标ꎮ 为此ꎬ建立以工作空间体积为优化目

标尺寸参数为变量ꎬ构建目标函数如下:

Ｖ ＝ ∑
ｚｍａｘ

ｚｉ ＝ ｚｍｉｎ
∑
２π

θｚ ＝ ０

１
２
ρ２
ｉ ΔθｚΔｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (２２)

目标函数为 Ｍａｘ{Ｖ(Ｒꎬｒ１ꎬｌ１ꎬｌ２)} (２３)

Ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ

０.１≤Ｒ≤０.８
０.０５≤ｒ≤０.５
０.１≤ｌ１≤０.６
０.１≤ｌ２≤０.６

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(２４)

６.２　 优化算法的选择

工作空间最大化的优化问题涉及 ４ 个变量和

相关的约束条件ꎬ工作空间性能最大化的优化设

计问题属于单目标多变量优化问题[２０]ꎬ现采用天

牛群优化算法[２１－２２] 进行工作空间体积最大化的

优化设计ꎮ

６.３　 优化算例分析

现定义天牛群算法具体参数ꎬ定义左须速度

ｖｌ 为 ０.１ꎬ右须速度 ｖｒ 为 ０.２ꎬ速度衰减指数 γ 为

０.９ꎬ优化的变步长参数 η 为 ０.３ꎬ天牛步长为 ３ꎬ两
须的距离 ｄ０ 为 ０.５ꎮ 基于 ＭＡＴＬＡＢ 程序化实现了

工作空间性能的优化ꎮ 仿真得到目标函数寻优过

程图、结构参数迭代变化过程如图 ８ 和图 ９ 所示

(本刊为黑白印刷ꎬ相关疑问请咨询作者)ꎮ
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图 ８　 天牛须算法目标

函数寻优过程
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图 ９　 结构参数迭代

变化过程图

由图 ８ 和图 ９ 分析可知:天牛须算法在迭代

次数小于 １０ 时不断优化目标函数的工作空间体

积ꎬ在迭代次数大于 １０ 之后工作空间体积解逐渐

趋于稳定ꎮ 说明天牛须算法能够在有限迭代次数

内找到较优解ꎮ 优化后的工作空间体积和参数的

最优解如表 ２ 所示ꎮ

表 ２　 优化后机构的几组参数

参数 数值

Ｒ / ｍ ０.４７２ ４４

ｒ１ / ｍ ０.５

ｌ１ / ｍ ０.６

ｌ２ / ｍ ０.６

Ｖ / ｍ３ １.３９７ ３

　 　 为了验证算法的有效性ꎬ现基于表 ２ 中的最

优参数解仿真得到空间三维图如图 １０ 所示ꎬ并与

优化前工作空间仿真算例进行对比分析ꎮ
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图 １０　 优化后参数的工作空间三维图

　 　 由图 １０ 分析表明:优化后的工作空间性能整

体较好ꎬ且在不同方向上的投影视图对称分布ꎬ优
化后的工作空间图形边界饱满且光滑ꎬ此外ꎬ优化

后的工作空间无空洞问题ꎬ较优化前工作空间性

能提升 ５９％以上ꎮ 整体的工作空间性能得到显著

改善ꎮ

７　 结语

１)改进一种构型为 ３ＰａＵＵ 的 Ｄｅｌｔａ 并联机器

人机构ꎬ得到一种构型为 ２ＰａＵＵ－ＵＲＵ 并联机器

人机构ꎬ改进后的机构相对改进前支链相对简单ꎮ
２)拓扑特性分析表明:当取支链 １、支链 ３ 中

取平行四边形机构的转动副 Ｒａ１、转动副Ｒａ２ꎬ支链

２ 中取驱动副Ｒ２２时ꎬ动平台可以三维移动输出ꎮ
３)未优化前 ２ＰａＵＵ－ＵＲＵ 并联机器人机构工

作空间存在空洞情况ꎬ且边界并不光滑ꎮ 优化后

的工作空间图形边界光滑饱满ꎬ无空洞的问题ꎮ
工作空间体积较优化前提升 ５９％ꎬ其性能得到显

著提升ꎮ
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