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摘　 要:以三稳态非线性振动发电装置为研究对象ꎬ将结构线弹簧的纵向位置参数 ｂ 考虑为正态分布式随机函数ꎬ借助

数值仿真方法ꎬ研究结构参数随机变化对发电功率和非线性动力学影响的规律ꎮ 研究结果表明:线弹簧的横向位置参

数 ａ 随机变化时发电装置仍处于双稳态振动行为中ꎬ发电功率随着方差的变化出现增大或者减小ꎮ 线弹簧的纵向位置

参数 ｂ 随机变化时ꎬ发电装置从三稳态跳变到四稳态或者跳变到单稳态ꎬ发电功率变化波动较大ꎮ 综合来看ꎬ线弹簧的

横向位置参数 ａ 对发电功率和非线性动力学响应影响较小ꎬ而线弹簧的纵向位置参数 ｂ 对发电功率和非线性动力学响

应影响较大ꎮ
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０　 引言

低功率微机电设备的出现促进了自供能技术

的发展ꎬ其中振动能量发电技术是自供能技术中

的一种[１－３]ꎮ 鉴于线性振动能量发电装置工作频

宽窄的弊端ꎬ基于非线性振动的非线性振动能量

发电装置收到了国内外诸多学者的青睐[４－７]ꎬ主

要存在双稳态、三稳态、四稳态和五稳态等 ４ 种非

线性振动行为ꎬ其中很多研究集中在双稳态振动

能量发电方面ꎮ
ＹＡＮ 等[８－９]利用两端的磁作用力将中间磁铁

以磁悬浮式的形式浮在两个磁铁之间ꎬ中间磁铁

在两端非线性磁作用力下往返振动ꎬ设计出非线

性电磁发电装置ꎬ其研究成果受到了诸多学者引
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用和关注ꎮ 与 Ｙａｎ Ｐ 的装置类似ꎬ文献[１０－１２]
论述了利用磁悬浮方式将多个电磁装置串联起来

得到了多个共振频带的叠加电磁发电装置ꎮ 在悬

臂梁压电发电方面ꎬ文献[１３－１６]针对双稳态压

电悬臂梁发电装置ꎬ不考虑几何非线性和考虑几

何非线性分别研究了双稳态压电悬臂梁发电装置

的非线性动力学响应ꎬ从理论研究和实验研究方

面给出了参数影响规律ꎮ 此外ꎬ非线性振动理论

也用在了涡激振动能量捕获方面[１７－２０]ꎬ ＳＵＮ
等[２１－２３]分别从 ３ 次多项式形式的回复力、与速度

成比例的非线性阻尼和两个圆柱形钝体串联等方

面对 ＶＩＶＡＣＥ 装置的振幅比、发电功率等方面进

行了理论与实验研究ꎬ与文献[２３]的 ＶＩＶＡＣＥ 相

比ꎬ降低了启动流速、提高了发电功率和能量转化

效率ꎮ ＦＲＡＮＺＩＮＩ 等[２４]从实验的角度进行了亚临

界雷诺数激励研究ꎬ研究了 ５ 种不同刚度弹簧对

ＶＩＶＡＣＥ 装置固有频率的影响ꎬ表明在较大的质

量阻尼比乘积下ꎬ弹簧刚度直接影响系统频率及

锁定区域ꎮ
综上所述 ꎬ现有研究虽然在非线性振动能量

捕获的结构优化、参数优化和非线性动力学研究

方面做了大量工作ꎬ但在非线性回复力随机变化

方面的研究鲜见报道ꎬ特别是对于非线性回复力

是多个参数函数的情况ꎮ 此时结构参数不同ꎬ直
接导致非线性系统出现不同的振动稳态数量ꎬ尤
其是在参数处于临界取值条件下ꎬ微小的变化将

直接影响非线性振动能量捕获系统的振动稳态数

量以及发电功率大小ꎬ从而也就直接影响有效功

率的捕获ꎮ

１　 非线性振动发电装置力学模型及非线
性振动稳态数量

１.１　 力学模型

本文研究的非线性电磁式振动发发电装置简

图如图 １ 所示ꎮ
其非线性恢复力 Ｆｓ(ｙ)和势能函数 Ｕｓ(ｙ)分

别如下[２５]
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图 １　 非线性电磁式振动发电装置

式中:Ｋｓ为线性弹簧的刚度ꎻａ、ｂ 和 ｃ 分别为 ３ 根

线性弹簧的位置参数ꎻｙ 为磁铁上下振动的绝对

位移ꎻＬ 为弹簧松弛状态下的长度ꎮ
该发电装置的动力学方程为

Ｍ ｙ
􀅰􀅰＋Ｆｓ(ｙ)＋Ｃｄ ｙ

􀅰＋ＢｅＬｃＩ＝Ｆｃｏｓ(ωｔ) (３)

Ｌｉ Ｉ
􀅰＋(Ｒ＋Ｒｃ) Ｉ－ＢｅＬｃ ｙ

􀅰＝ ０ (４)
式中:Ｍ 为发电装置等效质量ꎻＣｄ 为发电装置阻

尼ꎻＬｃ 为线圈长度ꎻＩ 为线圈电流ꎻＲｃ 为线圈电阻ꎻ
Ｒ 为负载电阻ꎻＬｉ 为线圈电感系数ꎻＢｅ 为电场－磁
场耦合系数ꎻＦ 为激振力幅值ꎮ

由于线弹簧的横向位置参数 ａ 和线弹簧的纵

向位置参数 ｂ 考虑为随机变化ꎬ发电功率随时间

的变化也同样呈现随机性ꎬ发电系统的输出功率

采用均方根功率来表示ꎬ即

Ｐ ＝
∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｐ２
ｉ

Ｎ
(５)

式中:ｐｉ ＝
ＢｅＬｃ(Ｒ＋Ｒｃ)

ＭＬｉ
Ｉ２ｉ ꎻＮ 为总数ꎮ

１.２　 结构参数变化形式

根据文献[２６]的相关分析ꎬ该非线性电磁式

振动发电装置的振动稳态与其结构线弹簧的横向

位置参数 ａ、参数 ｂ 和参数 ｃ 直接相关ꎮ 结构参数

不同将直接影响该非线性振动发电装置的振动稳

态数量发生变化ꎮ 当 ａ、ｂ 和 ｃ ３ 个参数发生变化

时ꎬ１)会现双稳态振动向左跳变到单稳态ꎬ向右跳

变到三稳态ꎻ２)三稳态向左跳变到双稳态ꎬ向右跳

变到四稳态ꎮ
鉴于线弹簧的横向位置参数 ａ、线弹簧的纵

向位置参数 ｂ 和参数 ｃ 均发生变化时ꎬ所涉及的
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排列组合较多ꎬ所以本文仅考虑了线弹簧的横向

位置参数 ａ 和线弹簧的纵向位置参数 ｂ 发生随机

变化时ꎬ选取结构线弹簧的横向位置参数 ａ 和线

弹簧的纵向位置参数 ｂ 的临界取值ꎮ
将结构线弹簧的横向位置参数 ａ 和线弹簧的

纵向位置参数 ｂ 的随机变化考虑为正态分布ꎬ利
用参数的方差变化来研究它们对该发电装置的发

电功率和非线性振动行为(如大 /小幅混沌、大 /小
幅周期、是 /否存在跨阱运动等)的影响规律ꎮ 两

个参数的正态分布函数如下
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本文重点以三稳态的临界状态为研究对象ꎬ

从三稳态振动模式方面进行研究ꎮ 设定线弹簧的

横向位置参数 ａ 和线弹簧的纵向位置参数 ｂ 的取

值为非线性振动发电系统三稳态振动模式的临界

值ꎬ此时振动发电系统以三稳态振动模式工作ꎬ三
稳态振动模式下研究其中一个参数方差对非线性

振动发电功率和非线性动力学响应(非线性振动

稳态数量变化、庞加莱映射和相轨迹图)的影响

规律ꎮ

仿真分析中两个参数分布采用 σ 原则ꎬ即在

动力学方程求解过程中ꎬ分别研究线弹簧的横向

位置参数 ａ、线弹簧的纵向位置参数 ｂ 变化时的

动力学响应和发电功率变化情况ꎮ

２　 数值仿真

选择简谐激励模式ꎬ参数 ｃ 始终保持为常数ꎬ
针对三稳态典型振动行为开展研究与讨论ꎮ 鉴于

仿真计算数据量大ꎬ下面分别对两个参数开展仿

真研究ꎬ即 １)线弹簧的横向位置参数 ａ 服从正态

分布时ꎬ线弹簧的纵向位置参数 ｂ 保持为常数ꎻ
２)线弹簧的纵向位置参数 ｂ 服从正态分布时ꎬ线
弹簧的横向位置参数 ａ 保持为常数ꎮ

２.１　 双稳态振动模式

系统产生双稳态的临界结构参数为 ａ ＝
０.６ ｍꎬｂ＝ ０.２３ ｍꎬｃ ＝ ０.１５ ｍꎬ简谐激励幅值 Ｆ ＝
８.３ Ｎ和频率 ω＝ ７.９ ｒａｄ / ｓꎮ 线弹簧的横向位置参

数 ａ 的方差取为 ０２、０.０５２、０.１５２、０.２２ꎬ４ 种方差

下ꎬ发电装置的发电功率和势能函数随方差的变

化如图 ２ 所示ꎮ
１)线弹簧的横向位置参数 ａ 服从 μａ＋σａ 分布

当线弹簧的横向位置参数 ａ 朝着大于 ａ 均值

方向变化时ꎬ４ 种方差下非线性振动发电装置的

发电功率、相轨迹图、势能函数和势阱深度如图 ２
所示ꎮ
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图 ２　 发电功率、相轨迹图、势能函数、势阱深度随方差变化关系曲线

　 　 从图 ２ 中可以看出ꎬ随着参数 ａ 方差的增大ꎬ
发电功率出现小幅上升ꎬ双稳态振动模式不变ꎬ仍
未单周期大幅阱间运动ꎮ 势阱深度随方差的增大

逐渐减小ꎬ在相同的激励条件下ꎬ势阱深度减小有

利于振子振动速度的增大ꎬ发电功率出现小幅增

大趋势ꎮ
综合图 ２ꎬ参数 ａ 的方差变化不影响双稳态

振动模式ꎬ即两个平衡点和一个不稳定平衡点数

量不变ꎬ仅对势阱深度有影响ꎬ对发电功率的影响

不大ꎮ 由此得出如下结论:无论参数 ａ 在大于还

是小于 ａ 均值范围内随机变化时ꎬ对非线性振动

的稳态数量均影响不大ꎬ仅表现在发电功率的上

下波动ꎮ
２)线弹簧的纵向位置参数 ｂ 服从 μｂ＋σｂ 分布

当线弹簧的纵向位置参数 ｂ 朝着大于 ｂ 均值

方向变化时ꎬ４ 种方差下非线性振动发电装置的

发电功率、相轨迹图和势能函数如图 ３ 所示ꎮ
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图 ３　 发电功率、相轨迹图和势能函数随方差变化关系曲线

　 　 从图 ３ 中可以看出ꎬ随着参数 ｂ 方差的增大ꎬ
发电装置的发电功率呈现上升趋势ꎬ从 ０.３２５ 到

０.３８１ꎬ 增幅 １７％ꎮ 值得注意的是ꎬ 当方差为

０.０７２时ꎬ图 ３(ｂ)的势能函数曲线开始出现了三稳

态振动特征ꎬ在 ０.１３２时ꎬ出现明显的三稳态振动

特征ꎬ即 ３ 个稳定平衡点和 ２ 个不稳定平衡点ꎮ
由此得出如下结论:参数 ｂ 在朝着大于均值方向

变化时ꎬ非线性振动发电装置的稳态数量从两个

变化到了 ３ 个ꎬ微小变化不仅直接影响到了振动

稳态数量的变化ꎬ发电功率同时也出现了上下

波动ꎮ

２.２　 三稳态振动模式

１)线弹簧的纵向位置参数 ｂ 服从 μｂ－σｂ 分布

当线弹簧的纵向位置参数 ｂ 朝着小于 ｂ 均值

方向变化时ꎬ参数 ｂ 的方差取为 ０２、０.０５２、０.１１２、
０.１５２ꎬ４ 种方差下非线性振动发电装置的发电功

率、势能函数、庞加莱映射和相轨迹图分别如图 ４
和图 ５ 所示ꎮ
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图 ４　 发电功率和势能函数随方差变化关系曲线
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图 ５　 相轨迹图和庞加莱映射随方差变化关系曲线

　 　 从图 ４ 可以看出:随着方差的增加ꎬ发电功率

先上升后下降ꎬ在 ０.１１２位置出现最大值拐点ꎮ 结

合势能函数变化图来看ꎬ发电装置仍处于三稳态

振动模式ꎬ中间势阱深度随着方差的增大逐渐增

大ꎬ在方差为 ０ 时ꎬ中间势阱深度最小ꎬ在方差为

０.１５２时ꎬ中间势阱深度最大ꎮ 结合图 ５ 来看ꎬ０、
０.０５２和 ０.１１２３ 种方差下ꎬ发电装置仍保持为三稳

态大幅混沌运动ꎬ在方差为 ０.１５２ꎬ由于势阱深度

太深ꎬ导致外界激励信号强度不足以激励发电装

置ꎬ发电装置处于小幅阱内运动ꎬ此时的发电功率

接近于 ０ꎮ
２)线弹簧的纵向位置参数 ｂ 服从 μｂ＋σｂ 分布

这种情况下的方差变化关系曲线如图 ６
所示ꎮ
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图 ６　 发电功率和势能函数随方差变化关系曲线

从图 ６ 可以看出:随着方差的增加ꎬ发电功率

逐渐减小ꎬ对比势能函数图 ６(ｂ)ꎬ发电装置从三

稳态逐渐过渡到单稳态振动模式ꎬ结合图 ７ 来看ꎬ
发电振子也从三稳态阱间的大幅混沌运动变化为

双周期 /单周期的单稳态小幅振动ꎬ也直接影响了

发电功率大小ꎮ
三稳态振动模式中ꎬ线弹簧的纵向位置参数

ｂ 沿着小于均值方向变化时ꎬ系统振动稳态数量

保持不变ꎬ均为三稳态ꎻ当沿着大于均值方向变化

时ꎬ系统振动稳态数量由三直接变为单ꎬ且大幅混

沌运动也转变为了单周期小幅运动ꎮ

３　 结语

本文针对非线性振动发电装置发电功率和非

线性动力学特性开展了结构参数随机影响研究ꎬ
在外部简谐激励信号不变的情况下ꎬ选取双稳态

和三稳态振动行为ꎬ通过数值仿真获得了结构线

弹簧的横向位置参数 ａ 和线弹簧的纵向位置参数

ｂ 随机变化对发电功率的影响规律ꎬ主要结论

如下:
１)双稳态振动行为中ꎬ线弹簧的横向位置参

数 ａ 变化时ꎬ发电装置处于双稳态振动模式ꎬ线弹

簧的横向位置参数 ａ 的方差变化仅仅影响势阱深

度大小ꎮ
２)三稳态振动行为中ꎬ线弹簧的纵向位置参

数 ｂ 朝小于均值方向变化时ꎬ发电装置的振动行

为从三稳态跳变为四稳态ꎬ方差变化过程中发电

功率存在极大值点ꎻ线弹簧的纵向位置参数 ｂ 朝

大于均值方向变化时ꎬ发电装置振动行为从三稳

态直接跳变为单稳态ꎬ发电功率随着方差增大逐

渐减小ꎮ
３)通过对线弹簧的横向位置参数 ａ 和线弹簧

的纵向位置参数 ｂ 的影响规律来看ꎬ对于非线性

振动发电装置来说ꎬ在外部激励不变情况下ꎬ参数

ａ 对发电装置非线性动力学响应影响较小ꎬ相比

之下ꎬ参数 ｂ 对发电功率和非线性动力学响应影

响较大ꎮ 建议严格控制线参数 ｂ 的随机变化

范围ꎮ
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图 ７　 相轨迹图和庞加莱映射随方差变化关系曲线
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